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Introduzione

E noto che, dai lavori iniziali di Hukuara e di Aumann e pit recentemente
di Debreu, la teoria di integrazione per multifunzioni a valori in sottoinsiemi
di uno spazio di Banach X separabile e riflessivo ha avuto in questi ultimi
anni un crescente interesse e sviluppo.

Di particolare utilita sono i teoremi di rappresentazione per l'integrale di una
multifunzione, teoremi, ad esempio, che riducano tale integrale vettoriale e
multivoco a integrali di opportune funzioni a valori reali.

Lo scopo principale di questa tesi & di dare un teorema di rappresenta-
zione che, come caso particolare, contiene un risultato dovuto a Datko
[10], risultato quest’ultimo che non si esprime come una proposizione di
rappresentazione.

La tecnica da noi utilizzata fa uso essenzialmente dei funzionali supporto,
tecnica introdotta, in questa problematica, da Artstein nell’ambito degli
spazi finito dimensionali.

Questa tesi si articola nei seguenti quattro capitoli.

In [5], [10] Datko introduce due metriche, d,, d, definite sulla famiglia co K (X)
dei sottoinsiemi chiusi, limitati, convessi e non vuoti di uno spazio di Banach
X riflessivo e separabile, che sembrano le piti naturali da considerarsi negli
spazi infinito dimensionali.

Nel Capitolo[I]si forniscono alcune caratterizzazioni sulla d, — e d—convergenza,
non dimostrate in [5], [I0] e si prova che

dy <d<h,
essendo h la metrica di Hausdorff. Inoltre si fa vedere, attraverso due esempi,
che le minorazioni valgono in generale in senso stretto.

Si prova altresi che le d,, e d, definite attraverso un insieme v numerabile ed
ovunque denso di Sx, dipendono strettamente dall’insieme v stesso.

Di particolare interesse si presenta il seguente teoremas:

“Teorema (teorema Capitolo [1)).

Sia (Ap)n una successione in coK(X) e sia A in coK(X).
Condizione necessaria e sufficiente affinché la successione (Ay), converga
ad A nella metrica d,,, cioélimd,(Ay,, A) =0 é che:

n

lim |s(z}, Ay) — s(x}, A)| =0 , per ognii=1,2,... ”
n

che generalizza una affermazione senza dimostrazione di Datko [10].



Infine si fa vedere ’equivalenza tra la d,—convergenza e la d—convergenza
per successioni uniformemente limitate.

Nel Capitolo [2] si applicano le proprieta generali dei funzionali sublinea-
ri e di quelli convessi alle funzioni supporto. Si prova, in particolare che
p: X' — RU{+o0} ¢ un funzionale sublineare, semicontinuo inferiormente,
con p(0) = 0, se e solo se esiste un insieme H chiuso, convesso e non vuoto
tale che
p(a') = s(2’, H) .

Nel Capitolo [3] attraverso uno studio preliminare delle proprieta della me-
trica di Hausdorf, si stabilisce I’equivalenza delle topologie 74, , 74, T3, -

La dimostrazione di questa proposizione verte sul teorema Capitolo [3])
qui provato che afferma che in qualsiasi spazio m-dimensionale ogni vettore
non nullo si pud esprimere come combinazione lineare a coefficienti positivi
di m vettori di un qualsiasi sottoinsieme ovunque denso.

Nel Capitolo [ dopo aver introdotto i concetti ed alcune proprieta delle
multifunzioni misurabili e dei selettori misurabili, si introduce la definizione
di integrale secondo Aumann.

Infine si prova il teorema principale di questa tesi:

“Teorema (teorema Capitolo .
Sia (T, T, 1) uno spazio di misura fornito di una misura p positiva, finita,
non atomica e di una o—algebra 7, u—completa.

Sia F : T — 2% una multifunzione misurabile e a valori chiusi, non vuoti.
Supponiamo che siano verificate le sequenti ipotesi:

(i) esiste una funzione integrabile g € L1(T), g > 0, tale che per ogni
2’ €S siha:
—g(t) < s(2/,F(t)) < +oo, perogni teT ;

(ii) L’integrale della F é non vuoto.

Allora per ogni o' in X', risulta:

8<$',CZ/F(L‘) d,u(t)) = s(:c',/F(t) d,u(t)) =

_ / (', F(t)) dp(t)

e inoltre el [ F(t)du(t) =

:{xeX

2 (z) < /s(az',F(t)) du(t) , per ogni x' € X’} L«

II



Si illustra con un esempio che la tesi del teorema ¢ la piu generale possibile
in quanto anche nell’ambito degli spazi finito dimensionali esistono multi-
funzioni misurabili a valori compatti e convessi aventi integrale un insieme
non chiuso .
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Capitolo 1

Metriche su spazi di
sottoinsiemi



1 Alcune osservazioni preliminari

In questo paragrafo premettiamo alcune affermazioni che verranno larga-
mente usate nello studio di certe metriche definite su spazi di sottoinsiemi.

%

Lemma 1.1. B
Siano A, B due insiemi non vuoti e sia f : A x B — R un’applicazione da
A x B a valori in R.

Allora valgono:

(i) sup inf f(a,b) < inf sup f(a,b);
beBacA acAbeB

(ii) supsup f(a,b) = supsup f(a,b).
a€AbeB beEBacA

Prova

(i) Fissiamo x € A. Allora inf f(a,y) < f(x,y) < sup f(x,b), per ogni

acA beB
punto y di B.
Percio sup inf f(a,b) < sup f(z,b), per ogni x di A.
beB acA beB
Cosi sup inf f(a,b) < inf sup f(a,b).
beB acA acAbeB

(ii) Fissiamo y € B. Allora f(z,y) < sup f(x,b), per ogni x € A.
zeB

Percio sup f(a,y) < supsup f(a,b), per ogni punto y di B.
z€A TzEAbEB

Analogamente si prova la disuguaglianza inversa scambiando il ruolo
di B con quello di A.

O]

%

Teorema 1.2.
Sia X un insieme non vuoto e siano 11, Ty due topologie su X .

Supponiamo che (X, 1) sia uno spazio topologico primo numerabile.
Condizione necessaria e sufficiente affinché la topologia T sia piu debole
della topologia 11, cioé 1o C 71, € che ogni successione () a valori in X,

che converga ad un punto xo di X nella topologia T, converga al punto xg
anche nella topologia 5.



Prova

Parte necessaria

Sia (z,)n una successione a valori in X che converga nella topologia 7 ad
un punto zg di X.

Allora vale la seguente affermazione: per ogni intorno U di g, nella topologia
71, esiste un intero N tale che n € N e n > N implicano che x,, appartiene
ad U.

Pertanto, essendo per ipotesi 79 pitu debole di 7 risulta: per ogni intorno U
di zg nella topologia 7o, esiste un intero IV tale che n € N e n > N implicano
che x,, ¢ in U.

Quindi (z,,), converge ad xo nella topologia 7.

Parte sufficiente

Supponiamo che ogni successione (x,), a valori in X, che converge ad un
punto xg nella topologia 71, converga al punto xy anche nella topologia 75.
Consideriamo gli spazi topologici (X, 1) ed (X, 72).

Per ipotesi lo spazio topologico (X, 71) é primo numerabile.

Consideriamo ’applicazione identita ¢ : (X, 71) — (X, 7o) definita da: i(z) =
x, per ogni z in X.

Sia (2, ), una successione a valori in X che converge ad un punto xg di X,

nella topologia 7.

Poiché per ipotesi ogni successione in X che sia 7j-convergente a qual-
che punto di X & 7p-convergente al medesimo punto, la successione (xy,)p
converge ad xg nello spazio topologico (X, 72).

Allora la successione (i(xy,)), converge ad i(x) nello spazio topologico (X, 72).
Cosi abbiamo provato che la applicazione identita 7 € continua per succes-
sioni.

Dato che lo spazio topologico (X, 1) € primo numerabile, cio equivale a dire
che la mappa identita i : (X, 7) — (X, 72) € continua, cioe U € 7o implica
U =1iYU) € 7. Allora 75 C 71 e quindi la topologia 75 é pit debole della
topologia 7. O

%

Corollario 1.3.
Sia X un insieme non vuoto e siano di,do : X x X — ]RSr due metriche su

X.



Supponiamo che ogni successione (xy)n, a valori in X che converge ad un
punto xo di X nella metrica di, cioé con limdy(xy,,x9) = 0, converga al
n

punto xog anche nella metrica da, cioé limds(xy,, xg) = 0.
n

Allora la topologia T definita dalla metrica do su X é piu debole della
topologia 11 definita dalla metrica di su X, cioe 7o C 7.

Prova

E una immediata conseguenza del teorema precedente. O

%



2 Definizione delle metriche di Datko d, e d

Indicheremo, nel seguito, con X, lo spazio di Banach sui numeri reali X =
(X, ]| - 1|), che supporremo separabile e riflessivo e con X', X" il duale e il
biduale topologici di X rispettivamente, in altre parole

X'={a': X - R| 2’ ¢ lineare e limitato }

X" ={a": X — R |2" ¢ lineare e limitato } .

Inoltre useremo le seguenti notazioni

S=feeX| |z =1}
S ={a e X" ||| =1}

%

Definizioni 2.1.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X.

Definiamo la funzione SUPPORTO di A
s(A): X' = RU {400}

s(a’, A) = 2'(A) = supa/(x) , per ogni 2’ in X'.
z€A

Definiamo, inoltre, la NORMA di A come
| Al = sup [|z|].
€A

Notiamo che A é un sottoinsieme limitato di X se e solo se la norma di A
e un numero reale non negativo.

%

Teorema 2.2.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X e sia s(-, A) la funzione supporto di
A. Allora valgono le sequenti affermazioni:

(i) s(z' + o', A) < s(a’, A) + s(y', A), per ogni 2’y in X';
(i) s(ax’, A) = as(2’, A), per ogni ' in X' ed a in RY;

iii) se A € un sottoinsieme limitato di X, allora
Aé ttoinse limitato di X, all
|s(a’, A)| < ||All||z]| < 400, per ogni z’ in X'.

5



Prova

La (i) discende dalla monotonia dell’estremo superiore e la (ii) e’ ovvia.

er quanto riguarda la (iil), osserviamo che per ogni 2’ in risulta:
P t da 1 , h "in X' It

[s(2", A)|| = | sup 2’ (x)| < sup [2/(2)] < sup [|2'||||=|| =
€A TEA TEA
= ||| sup [|z]| = [|A]l[]2"]
€A

Percio [s(z/, A)] < ||A||||2']] < +o0, per ogni 2’ in X', in quanto A & un
sottoinsieme limitato di X.

Quindi la funzione supporto s(-, A) di A, ¢ una funzione a valori reali. [J

%

Definizioni 2.3.

Indicheremo con K(X) la famiglia dei sottoinsiemi chiusi, limitati, non vuo-
ti di X e concoK(X) la famiglia dei sottoinsiemi chiusi, limitati, convessi,
non vuoti di X.

Definiamo Uapplicazione p : K(X) x K(X) — RJ come segue:

p(A, B) = sup inf |z — y|
reAyeB

per ogni A e B in K(X).
Definiamo Uapplicazione h : K(X) x K(X) — R} come segue:
B(A, B) = max {p(4, B), p(B, A)}

per ogni A e B in K(X).

Indicheremo ancora con h la restrizione della metrica di Hausdorff al sot-
toinsieme coK (X) di K(X).

%

Finalmente daremo le definizioni delle due metriche alternative a quella di
Hausdorff, che sono state studiate da R. Datko in [10], [5] e che verranno
analizzate in dettaglio, in questo paragrafo.

%



Osservazione 2.4.
Poiché X € uno spazio di Banach separabile e riflessivo, il duale topologico
X' di X ¢é uno spazio di Banach separabile.

Ne seque che la sfera unitaria S" di X' ¢ un sottospazio separabile di X'.

%

Definizioni 2.5.
Sia v = {x}}, un sottoinsieme numerabile ed ovunque denso nella sfera
unitaria S' di X', che supporremo fissato.

Definiamo le metriche:
d,d, :eoK(X) x oK (X) — R

come seque

LS a4 —al(B)
LAB) =D T () - B)]

[e.9]

A(A,B) =" LIe(4) ~ 2l(B)] ;

=1

per ogni A e B in coK (X), sottoinsiemi chiusi, limitati, convessi, non vuoti
dello spazio di Banach X.

Ricordiamo che z}(A) = s(z}, A) = 51615) z,(A), per ogni A in coK (X) e per
x
ogni intero 3.

Ovviamente la metrica d, ¢ ben definita.
Fissiamo due elementi A e B di coK(X).

Osserviamo che, poiché A e B sono non vuoti e limitati, risulta:
|25(A) — 2i(B)| < |2i(A)| + |23(B)] < [|A[l]|B]]

per ogni intero ¢ = 1,2, ...

Da cui segue che anche d ¢ ben definita.

%



Teorema 2.6 (Datko [10]).
Sia H in coK (X).

Per ogni i = 1,2, ... definiamo il sottoinsieme H; di X come seque:
H; = {x € X | zj(x) < «j(H)}

Allora risulta che:

oo
H=()H
i=1
Prova
Ovviamente H C H;, per ogni i = 1,2,..., cioe:
oo
HC(\H .
i=1

oo
Per assurdo supponiamo che esista p € (| H; tale che p ¢ H.
i=1

Allora per il Teorema V.2.10 di Dunford-Schwartz [13] esistono un numero
reale ¢, un numero reale positivo € > 0 e un funzionale lineare e limitato
' € 5, tali che:

(+) 2'(q) < ¢ —2e < ¢ < 2'(p), per ogni q in H.

Scegliamo un numero reale positivo M in modo che:

[HI[ <M e [pll <M.

In corrispondenza ad €/(2M) esiste un numero intero j tale che:

lj — 2|l < e/(2M) .

Fissato ¢ € H, risultano:

|25(q) — 2'(q)] < |25 — 2'[lllall < e/(2M) - M = €/2

|25(p) = 2'(p)| < llaj — 2/[lllpll < e/(2M) - M =¢€/2 .

Da queste ultime disuguaglianze e dalla (+) risulta:

2i(q) < 2'(q) +€/2 < a'(p) —2e+¢/2 <
<ai(p)+e/2—2e+€e/2=a(p)—€  ovvero

z(q) < 2f(p) — € ,per ogni ¢ in H .



Dall’arbitrarieta di ¢ € H si ha:

oo
Poiché p € (| H; risulta:
i=1

/ / / .
z3(p) < 23(H) < z;(p) : assurdo.

o
Dunque (| C H.
i=1

Cosi il lemma e completamente provato. ]

%

Corollario 2.7.
Siano A e B due elementi di coK (X).

Se x}(A) = z(B) per ogni i = 1,2, ... allora A= B.

Prova

In virtu del teorema 2.6l risulta:
A={ze X |zj(z) <zj(Ad),i=12 .}
B={zeX |zjz)<az '

Fissato x € A si ha:

ri(x) < xi(A) <2i(B) ,perognii=12,....

cioé x appartiene a B.
Pertanto A ¢ contenuto in B.

Analogamente si prova l'inclusione inversa scambiando il ruolo di A con
quello di B. O

%

Teorema 2.8.
Le applicazioni d,d, sono due metriche sullo spazio coK (X) dei sottoinsiems
chiusi, convessi, non vuoti di X.

Prova



Dapprima proviamo che d,, & una metrica su coK (X).

(a), Ovviamente

per ogni A e B in coK(X).
(b), Banalmente d,, & simmetrica.

(¢), Sivede immediatamente che se A = B allora
dy(A,b)=0.
Ora se d, (A, B) = 0 si ha che
|zi(A) — 2;(B)] =0, per ogni i = 1,2, ...

cioé z}(A) = z}(B), per ogni i = 1,2, ...
Quindi per il corollario si ha che A = B.

Pertanto d, (A, B) =0 se e solo A = B.

(d), Siano A, B,C tre elementi di coK (X).
Sia 7 un intero fissato.

Allora:

|73(A) — 2(B)| < |2i(A) — 23(C)] + |23(C) — 25(B)] .
Poiché la funzione ¢ : Rf — R, ¢(2) = con z in RJ, é monotona
crescente si ha:

|23(A) —2i(B)]  _ _|#i(A) — 2i(B)| + |j(C) — z;(B))]

7 7

L+ [2(A) — Z,(B)] = 1+ [a}(A) — 2}(B)| + |2}(C) — «{(B)|

)

_Z
1427

_ |73(A) — #(C)] n |23(C) — i(B)] <
L+ [2(A) = 2i(B)| + |23(C) —2i(B)| 1+ |23(A) — 25(B)| + |3(C) — 23(B)[
|73(A) — 23 (C))| |23(C) — (B

T 14 [ai(A) = 2(O)] 1+ [2i(C) — 2y(B)]

T
Per I’arbitrarieta dell’intero 7 si ha che:

|2i(A) — i (B)]  _ _|7i(A) — 25(C)] |23(C) — i(B))]

)

L+ 2i(A) —23(B)] — 1+ [2f(A) = 23(C)] 1+ |25(C) — 23(B))]

per ogni intero 1 = 1,2, ....

10



Ne segue che:
o0

SN L [el(A) — ai(B)
AP =2 ) - 5] =

) — (O] |2i(C) —2i(B)| | _
_22’ {1+\$( Ao " 1+|$2(C)—$2(3)I} -

)

_ —H(O) X1 Q) —alB)
wau O T BT () (Bl
d,(A,C)+d,(C,B) .

Allora: d, (A, B) < d,(A,C)+d,(C,B).

Pertanto abbiamo provato che d, ¢ una metrica su coK (X).

Proviamo ora che d ¢ una metrica su coK (X).

(a)

Da quanto osservato in precedenza
0 <d(A,B) < 4+

per ogni A, B € coK (X).

Ovviamente d ¢ simmetrica.

Naturalmente se A = B allora d(4, B) = 0.
Ora supponiamo che d(A, B) = 0. Allora:

z;(A) = 2}(B) per ognii=1,2,..

e quindi per il corollario 2.7]si ha che A = B.

La disuguaglianza triangolare per d discende semplicemente da quella
per il modulo in R.

%
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Definizioni 2.9.

(1) Denoteremo con 1, la topologia dalla metrica d, sullo spazio coK (X).

Per definizione T, é la topologia generata su coK (X) dalla base:
B, = {BV(A, €) = {B € wk (X) | dy(A, B) < e}‘A c wk(X) e e > o}.

o o o

(2) Denoteremo con 74 la topologia dalla metrica d sullo spazio coK (X).

Per definizione 14 ¢ la topologia generata su coK (X) dalla base:

By = {Bd(A,e) - {B € @K (X) | d(A,B) < e}

A € toK(X) ee>0}.

o o o

(8) Denoteremo con 1 la topologia dalla metrica di Hausdorff h sullo
spazio coK (X).

Per definizione 1, ¢ la topologia generata su coK (X) dalla base:

By, = {Bh(A, €) = {B € oK (X) | h(A, B) < e} Acwk(X) ee> o}.

%

Teorema 2.10.
Consideriamo le tre metriche d,, d, h sullo spazio coK (X).

Allora per ogni A, B € coK (X)) risulta:

Prova

Siano A e B due elementi di coK (X).
Da:

|23 (A) — 2B
1+ |2(A) — 2/B]

< |2}(A) — 25(B)| per ogni i = 1,2, ...

12



discende:

o0

&1 ) —alB
dv(4, B) ;Qiu @ (A)— /B =

< 3" ()~ (B) = d(4, B)
=1

Cosi: dy (A, B) < d(A, B).

Per il lemma [Tl risulta:

p(A, B) = sup inf ||z —y|| = sup inf sup [2'(x) —2'(y)] >

reAyeB z€AyeBax’'cS’

> sup sup inf [2(z) — 2'(y)] = sup sup inf [2/(z) — 2'(y)] =
r€Ax'eS' yeB r’'eS' xeAyeB

= sup sup |2/ (z) —supa’(y)| = sup |supa’(z) —supa'(y)| =
eSS’ x€A yeB r’'eS’ |zeA yeB

= sup [2/(4) —2/(B)], e analogamente
z'es’

p(B,A) > sup [2/(B) —2/(4)] .

Allora:
h(A, B) = max{p(A, B), p(B, A)} >

> max{ sup [2/(A) — 2'(B)], sup [2/(B) — ' (A)] } =

z’'es’ z’'es’
= sup [2'(A) —2'(B)] .
z'eS’
Allora:
|25(A) — 2i(B)| < sup |2/(A) —2/(B)| < h(A, B)
z’'es’
perogni¢=1,2,....
Cosi:
1 1
d(A,B) =) o;|ai(A) = i(B)| < ) 5;h(A, B) = h(A, B) .
i=1 i=1

Ne segue che d(A, B) < h(A, B).

In conclusione:

dy(A, B) < d(A, B) < h(A, B)
per ogni A e B in coK (X).

13
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Corollario 2.11.
Le topologie 1,74, Tn stanno nella relazione:

Ty CTaCTh .

Prova

L’affermazione discende dal teorema precedente e dal corollario ) O

%

Teorema 2.12 (Datko [10]).
Sia (Ap)n una successione in coK (X) e sia A in coK(X).

Condizione necessaria e sufficiente affinché la successione (Ay), converga
ad A nella metrica d,, cioé affinché limd, (A, A) =0, é che:
n

lim |2} (Ay,) — 25(A)| =0, per ogni i =1,2,... .

Prova

Parte necessaria

Supponiamo che limd,(A,, A) = 0.
Fissiamo due interi i, n .
Allora per definizione di d,(A,, A) si ha:

1 a4 — ()]
21+ |o](A,) — 2(A)]

< dy(Ap, A)

e quindi:
@A) — A,
< .
T [l (A — ()] = 2 (A )

Notiamo ancora che:
|2 (An)—a/(A)]

(2! (An)—a (4)
12 (Am)—a (A)]
 [l(An) ()]

12/ (An)—a/ ()]

]

14



Pertanto per ogni ¢ = 1, 2, ... risultano:
|73 (An) — zi(A)]

< 2d, (A, A
T () — ()] = 2 Am 4)

@/ (An)—a’,(A)
12/ (An)—a/(A)]
o (An) (&)
T2 (An)—a (A)]

|75(An) — 23(A)] =

7

perognin=1,2,....

Fissiamo un intero 4 ed € > 0.

In corrispondenza ad €/2%(1 + ¢) esiste N € N tale che:
sen > N, allora d,,(An, A) < 5575 -
Sia n > N fissato. Allora:

|2} (Ay) — 2t (A)] , 1 €
i i < 2d,(Ap, A) < 21— =
Tt () — al(A)] = 2 WU ) <25
€
Cl4e

Cosi:

2! (Ap) ! (4)|
T2 (An)—a (A)]
T (An)—(A)]

T2/ (An)—a/ ()]
1%_5 e l+e

- 14e 1

< =c€.

Pertanto |z}(Ay) — z(A)| <€, per ogni n > N.

)

Ne segue che lim |z} (A,,) — 2(A)| = 0, per ogni i = 1,2, ... .
n

Parte sufficiente

Supponiamo che
lim |z}(A,) — 2}(A)| =0, per ognii =1,2, ... .
n

Fissiamo ¢ > 0.
In corrispondenza ed €/2 esiste p € N tale che:

o0

Z %<6/2.

i=p+1
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Fissiamo un intero n.

Da - -
1 "(A,) — xl(A 1
7 ‘xz(/n) xz(/)’ S 7<€/2
2 T el AT < 2
segue che:

0 /

L jat(An) — 2i(4)
SR DY e ) I

per ogni intero n.

Fissiamoi=1,....p .

In corrispondenza di i € N ed ¢/2p > 0 esiste un numero intero N; =
N;(i,€e/2p) tale che se n > N; allora risulta:

|27 (An) — 2 (A)| < €/2p .
Poniamo:

N = N(e) = max {Ny,Ng,...,N,} = igaxpN(i,e/2p) .

Se n > N allora:

|27(An) — zi(A)] < ¢/2p  perognii=1,..,p,

da cui,
1 |ai(An) — 73 (A)] L,
— 1 ? — ATL — ,A
211+|$;(An)—$;(14)| — 21|SCZ( ) xz( )|<
1
< 5i(€/2p) <e/2p,
quindi:

1 [|zi(An) — @(A)]
201+ |2f(Apn) — 2} (A)]

per ogni intero n .

<€/2p peri=1,..p,

16



In conclusione da quest’ultima disuguaglianza e da (+) scriviamo:

[e.9]

1 fa(An) — a4
dy(An, A) = ;21 + |2} (An) — 2j(A)]

L] zi(Ap) — 2i(A
e [#4(An) — 21(A)|

21+ |x'-<An> — A

n) — zi(A)|
*l; 2%1+\x - (A
<e€/2+¢/2=c¢

per ogni n > N, cio¢ limd,(A4,,A) =0 .
n

%

Corollario 2.13.
Sia (Ap)n una successione in coK (X) e sia A in coK(X).

(a) Selimd(A,, A) =0, allora lim|z(A,) — x}(A)| =0,
per ognt it =1,2,... .
(b) Se limh(A,, A) =0, allora lim|z}(A,) — z,(A)| =0,
per ognit=1,2,... .
Prova

La dimostrazione discende dai teoremi 2.10] e 2.12

%

Teorema 2.14.
Sia (An)n una successione in coK (X) e sia A in coK(X).

Supponiamo che la successione (Ay,), goda delle proprieta:
(1) li7rln |2i(Ay) — 2t (A)] = 0 per ogni i = 1,2, ... ;

(2) esiste una successione di numeri reali positivi (M;);
[e.e]
con %Ml < 400, tale che per ogni intero v risulta:
i=1
|25 (Ay) — 2i(A)] < M; , per ognin =1,2, ... .

17



Allora la successione (Ay)n converge ad A, nella metrica d.

Prova

Sia (M;); una successione di numeri reali positivi con
o0

%Mi < 400, di cui al punto (2).
i=1
Fissiamo € > 0.

In corrispondenza ad €/2 esiste un numero intero p tale che:

=1
Z ?<6/2.

i=p+1
Pertanto:
(+) DL gl —m(A) < Y M <e/2,
=ptl i=p+1

perognin=1,2,....
Fissiamo ¢ =1, ..., p.

In corrispondenza ad i ed €/2p esiste un numero intero N; = N (i,€/2p) tale
che se n < N;, risulta:

|27 (An) — 2 (A)| < €¢/2p .
Poniamo:

N = N(e) = max {N1, No, ..., N} = igllaxpN(i,e/Qp) .

Pertanto risulta:

Z %'xg(A") —zi(4)] < 26/229 =p-€/2p=¢€/2

i=1 i=1
per ogni n < N.

Da quest’ultima disuguaglianza e dalla (+) si ha:

o0

1
A4, 4) = 3 () — (4)] =

i=1
p 1 00

o / / / /

= 3 Sl — )+ Y el — (A)] <
=1 1=p+1

<e€/2+¢€/2=¢€,

per ogni intero n > N, cioe limd(A4,,A) =0 . O

18
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Definizione 2.15.
Sia (Ay)n una successione di sottoinsiemi, non vuoti, dello spazio di Banach
X.

Diremo che la successione (Ay)n € UNIFORMEMENTE LIMITATA se esi-
ste un numero reale positivo M > 0 tale che:

|A.|| = sup ||z|]| < M per ogni intero n € N .
T€EA,

%

Teorema 2.16.
Sia (Ap)n una successione in coK(X) e sia A in coK(X).

Supponiamo che la successione (Ay), goda delle proprieta:
(1) liﬁn |2l (Ay,) — 2i(A)| =0 per ognii = 1,2, ... ;
(2) (An)n € uniformemente limitata.

Allora la successione (Ay)n converge ad A nella metrica d.

Prova

Per ipotesi, secondo la definizione [2.15] esiste un numero reale positivo M >
0 tale che:

|An|| = sup ||z|| < M per ogni interon € N .

T€EA,

Poiché vale:

|75(An) — zi(A)] < [|An] + [IA]l , per ogni n,i € N

7

risulta

|z (Ay) — 2i(A)| < M + ||A| , per ognin,i € N .

)

Posto L = M + ||A]| si ha:

19



|25 (Ay) — 2i(A)] < L, per ognin,i=1,2,...

Posto M; = L > 0 per ogni i = 1,2, ... ¢ evidente che (M;); ¢ una successione

o0
di numeri reali positivi, con %Mz = L < 400, tale che per intero ¢ si ha:
i=1

|zi(Ay) — 25 (A)] < M; , per ognin =1,2, ...

Allora, per l'ipotesi (1) del teorema, sono soddisfatte le ipotesi (1), (2) del
teorema e cosl la successione (A4, ), converge ad A nella metrica d. [

%

Teorema 2.17.
Sia (Ap)n una successione in coK(X) e sia in coK (X).

Supponiamo che la successione (Ay)y sia uniformemente limitata.

Allora la successione (Ay), converge ad A nella metrica d,, se e solo se la
successione (Ap)n nella metrica d.

Prova

Parte necessaria

Supponiamo che la successione (Ay), converga ad A nella metrica d,.

Per la parte necessaria del teorema [2.12] risulta:
liTan |z (Ay) — 25(A)| =0, per ogni i = 1,2, ...

Inoltre per ipotesi la successione (A,,), € uniformemente limitata, allora,
per il teorema la successione (A,,), converge ad A nella metrica d.

Parte sufficiente

Supponiamo che la successione (A,,), converga ad A nella metrica d, cioe
limd(A,, A) =0.
n

Per il teorema si ha: 0 <d,(A4n, A) < d(An, A), per ogni intero n.

Da cui segue che limd,(A4,,A) = 0, cio¢ la successione (4, ), converge ad
n

A nella metrica d,,. ]

%
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3 Controesempi sulle metriche di Datko

Consideriamo lo spazio di Hilbert separabile ls costruito sul campo dei
numeri reali, in altre parole:

ly = {(tk)k ] tr eRkeN e th<+oo}

k=1

Chiameremo BASE STANDARD di /5 I'insieme {e,}, dei vettori:
1, sek=n
en = (5n,k)k R 5n,k = , neN.

0, sek#n

E noto che {e,}, & una base di Schauder per I.

Per ogni intero n denotiamo con f,, il funzionale lineare e limitato su lo
definito da:

[e.e] oo
fn(@) = fn (Z tkék) =1, ,perogni =) lye
k=1

k=1

appartenente ad ls.

Notiamo che:

o 1, sek=n
n = Jn ) =9 n — ’ )
foler) = f (; k,h€h> k, {O, s k%
per ogni k,n in N.

E noto che il duale l’2 di I & isomorfo ad Iy e

’QZ{Zrkfk ‘ rn €eRkeN e Zr,%<oo}

k=1 k=1

Pertanto {f,} & una base di Schauder per 1.

Ricordiamo infine che per ogni «’ € Iy, 2’ =372 rifr con (rg)x € l2 si ha:

(&)

]| =

o0
> i
k=1
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Lemma 3.1.
Sia X = (X,]| - ||) uno spazio normato sui numeri reali.

Sia D un sottoinsieme ovunque denso di X.

Allora 'insieme

Y:{Z zGD,Z#O}
&gl

e un sottoinsieme ovunque denso della sfera unitario S di X.

Prova

Per ogniyinY ey = conzinDez#0equindiyeY ely| =1,

z
< EN
cioe y € S.

Cosl Y ¢ un sottoinsieme della sfera unitaria S di X.

€

Fissiamo = in S ed € > 0. In corrispondenza ad = € X e ad 5 > ( esiste
€
un punto z in D tale che:
— < [
o= 2l < =
Per una nota disuguaglianza:
1= 11zl = [llall = W=l| < o = 2l < —
— Izl = [ll=l| = ||z x—2z —_—
- e+2
Poiché 0 < - < 1 si deduce che:
e+ 2
€
=1-——>0
el =1 - =
PercibzeD,z#Oey:ﬁeY.
z
Risulta:
z 1z — Izl - <]l
o=l =|}e - 5] -
1] &l
Iz =l + [le — llzll -2l _ llz ==l +[1 = llzll] - fl=]| _
- 1] 1]
_ ==+ 11— =]l

2]l
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Ma [|z]| > 1 — 6—1-% > 0 implica che:

1L _ 1 _e+2
2]~ 1- 5 2
Tnolt ‘1— ‘<—
noltre | — e 1=l < =
Percio:
2z — || + 1 = |lz]l] - [|=]] € € \e+2
|z —yll < 2] cr2 Terz) 2
2¢ €+ 2
= = €
e+2 2

Alloray €Y e ||z —y|| <, cioe Y & un sottoinsieme ovunque denso di S e,
poiché S e un sottoinsieme chiuso di X, si haY = 5. O

%

Teorema 3.2.
Sia

Zrkfk‘ (ri)k €12 e Z?‘kfk

($4)

Sia Y Uinsieme di tutti e soli i funzionali dil), che si rappresentano mediante
successioni definitivamente nulle di numeri reali, aventi norma unitaria,
ovvero:

la sfera unitaria del duale U, di ls.

P P 3
Zukfk; ‘ ut,..,up ER ;pe N Zui =1
k=1 k=1
Allora esiste un sottoinsieme v = {x}}; di' Y che é denso e numerabile nella
sfera unitaria S" di ll,.

Prova

Sia M linsieme di tutti i funzionali di I che si rappresentano mediante
successioni definitivamente nulle di numeri reali:

p
:{Zukfk ’ ul,...,UPER,pEN}
k=1

23



E noto che M e’ una varieta lineare, ovunque densa in I}, cioe M = l},.
Immediatamente si vede che:

/
Y_{ Z’H ‘ z’EMez';«éO}

Iz

Per il lemma Y ¢ un sottoinsieme ovunque denso della sfera unitaria S’
di 1},
Poiché I}, & separabile, Y & anch’esso separabile come sottospazio di X.

Ne segue che esiste un sottoinsieme v = {z/}; di Y che ¢ numerabile ed
ovunque denso in Y.

Percio Y ¢ un sottoinsieme di S’ ovunque denso in S’ e v & un sottoinsieme
di Y ovunque denso in Y.

E noto allora che v & un sottoinsieme numerabile ed ovunque denso di S’. [J

%

Osservazioni 3.3.

(1) Usando le notazioni del teorema per ogni intero i €z, € Y C M.

Allora esistono u1,...,up, € R, con p € N, tali che

p
/
¥ =Y upf
k=1

Sia )
H= {(ul,...,up) e RP ‘ Zukfk cv e pGN}
k=1
Allora:
P
v= {Z ‘ (ut,...,up) € H e peN}
k=1

¢ un sottoinsieme numerabile ed ovunque denso della sfera unitaria S’
di 1.

(2) D’ora in poi indicheremo con X = (X,| - ||)c lo spazio di Banach
lo = (la, || - |)e sui reali.

Indicheremo pure con X' il duale di ly e con X" il biduale di l5.

o o o
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(3) Poniamo

p
v={z}; = {Zukfk ‘ (ur,..,up) € H epe N}
k=1

Allora v = {x}}; é un sottoinsieme numerabile ed ovunque denso della
sfera unitaria S" di X'.

D’ora in avanti, fino a nuovo avviso, indicheremo con v tale sottoin-
sieme di S e porremo v = {x}};.

%

Teorema 3.4.
Sia (ay)n una successione di numeri reali.

Sia Ay, = {anen}, per ogni intero n e A = {0}, dove 0 é lo zero di X.

Allora (Ay)n € una successione a valori in coK(X) ed A é un punto di
coK (X).

Fissato v = {x}};, allora limd, (A,, A) =0, ovvero
n

1 |zi(anen)]
1 — = =0
1mz 201 + |z (anen)|

Prova

Fissiamo un intero 7.

Allora esiste (uq, ...,up) € H con p € N tale che:

g [

I
ngh

Siak=1,..p

Sia fr : X — R il funzionale lineare definito da

oo oo
= fx (Z theh> =t} , per ogni x = Ztheh
h=1 h=1

appartenente ad X.

Fissiamo un intero n > p.
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o
Allora ape, = ) andp pen.
h=1

Percio, dato che a,e, € X:

fk(anen) = fk (Z an(;n,heh) = an(sn,k
h=1

Ma dato che n > p > k > 1 si ha che §,,;, = 0, cioe:
fr(amen) = apdn =0 ,per n=p+1,p+2,.. e

k=1,2,....p.
Pertanto si ha:

p
x;(anen) = Zukfk(anen) =0 ,per n=p+1,p+2,..
k=1

Cosi li}zn z}(ane,) =0 per ognii =1,2,... .

Allora (Ay), € una successione di coK (X) ed A & un punto di coK (X), per
i quali:
lim |2} (A,) — 2} (A)| = lim |2} (ane,) — 2}(0)] =0

perognit=1,2,... .

Pertanto, per la parte sufficiente del teorema [2.12] risulta:

(+) limd,(A4,,A) =0,
cioe la successione (A, ), converge ad A nella metrica d,,.

Siano ora i e n due numeri naturali fissati.

Allora
L Jzj(An) —zi(A)] 1 |zi(anen)|

)

201 4 |2h(Ay) — 4(A)] 201+ |2 (anen))

Pertanto per ognin =1,2,... :

o o0

1 |zi(anen)| . 1 |2i(An) — 2i(A)] B
;THM(‘%%) N ;Qil—k |$;(An) —CL‘;(A)| —d,,(An,A)
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Allora dalla (4) segue:

1 ]:L" (anen)| .
li E =limd,(A,, A) =
r 21 1+ |:C (anen)| W ( )=0

%

Corollario 3.5.
Sia A, = {en}, per ogni interon e A = {0}, dove 0 ¢é lo zero di X.

Allora (Ay)n converge ad A nella metrica d, cioé
— 1
lim d(4,, 4) = h;ln; 5 l7i(en)| =0

Prova

Per il teorema la successione (A,), converge ad A nella metrica d,,
OVVero:

limd,(A,,A)=0.

Inoltre:
|Anll = llen]| =1, per ognin =1,2, ... .

Allora (Ay), € una successione in ¢oK (X)), uniformemente limitata, che
converge ad A € coK (X), nella metrica d,,.

Quindi dalla parte necessaria del teorema segue che la successione
(A,)n converge ad A nella metrica d, cioe:

= 1
limd(An, A) =1lim » | 37 lzi(en) = 0.
=1

%

Presentiamo ora due esempi, nel caso infinito dimensionale, che evidenziano
come nel corollario le due inclusioni provate fra le topologie 7, 74, Th,
valgano generalmente in senso stretto.

%

27



Esempio 3.6.

Costruiamo qui una successione (A;), di elementi di oK (X) tale che

limd, (A, A) = 0, per qualche A € coK(X), che non converge ad A nella
n

metrica d.

In virtu del teorema di Hahn-Banach, per ogni n € N esiste un numero
intero j tale z}(ey) # 0.

Allora
1
/ .
E §‘$z(€n)| >0, perognin=12,..
i=1
Cosl possiamo definire
1
n = o
1,/
> a7 li(en)|
i=1
per ogni n = 1,2, ..., ovvero una successione di numeri reali positivi (a, ).

Poniamo
A, ={anen} , perognin=1,2,... ,

A={0} .
Per il teorema [3.4] si ha:

limd,(An,A) =0,
n

cioe la successione (A, ), converge ad A nella metrica d,,.

Fissiamo ora un numero naturale n. Allora

o0 o0

A(An A) = 3 o (An) — 2l A) = 3 le(anen)] =
=1 =1
oo , o0 1 ,
= Z 22an‘xz(en)| =dan Z ?‘xz(en)‘ =1
=1 =1

Allora la successione (Aj,), non converge ad A nella metrica d.

Dalla parte necessaria del teorema [1.2] e in virtu del corollario [2.11] risulta:

TG Ta

%
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Esempio 3.7.

Definiamo una successione (A,,), a valori in ¢oK (X), uniformemente limi-
tata, che converge nella metrica d a qualche A in coK (X ), ma non converge
ad A nella metrica h.

Poniamo
Ay, = {anen}, perognin =1,2,... |

A={0} .
Per il corollario la successione (Ay), converge ad A nella metrica d,

cioe:
limd(A,,A)=0.

Inoltre nel medesimo corollario abbiamo provato che la successione (A4y)n,
a valori in ¢oK (X)), ¢ uniformemente limitata.

Fissiamo un numero naturale n. Allora

p(An, A) = sup inf [z —y[| = [len]| =1,
z€A, YyEA

p(A, Ap) = sup inf |z —y[| = flen]| =1 .

yeEAxcA,
Pertanto:
h(An, A) = max {p(A,, A), p(A, Ap)} =1,
per ogni n = 1,2, ... , ovvero (A4,), non converge ad A nella metrica h.

Per la parte necessaria del teorema [1.2] e in virtu del corollario [2.11]si ha:

4G Th -

%

Per ragioni di comodita diamo ora l’esempio di una una successione (A;),
in coK (X)), che converge nella metrica d, ma non ¢ uniformemente limitata

secondo la definizione [2.15]

In altre parole nel teorema [2.16{la condizione (1) & necessaria |cfr. corollario

2.13||, mentre la condizione (2) & solo sufficiente, per la d-convergenza.

%
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Esempio 3.8.
Come osservato nell’esempio [3.6] per ogni n € N risulta:

[e.9]

1
an = Z §|x;(en)| >0.

i=1

Allora (ayn)n € una successione di numeri reali positivi che, in virtu del co-
rollario 3.5, converge a zero.

Poniamo b,, = |logay,|, per ognin =1,2, ... .

Allora (by,), € una successione, non limitata, di numeri reali positivi, tale
che:
lim a,b, =0 .
n

Poniamo
A, ={bpe,} ,perognin=12,.. ,

A={0} .
Per ogni n =1,2,... vale
- 1 / / - 1 /
A4 A) = 3 () — a4(A)] = 3 g lburd(en)] =
i=1 i=1

=1
=bn Y glazg(en)\ = anby, .
=1

Da cui: limd(A,, A) = lima,b, = 0, pertanto la successione (A,), &
n n

d-convergente.

Pero: ||An| = ||bnen| = bn, per ognin = 1,2, ... , in altre parole la successio-
ne (Ay,), converge ad A € cohX nella metrica d, ma non e’ uniformemente
limitata.

%

Desideriamo mettere in evidenza che, se consideriamo due distinti insiemi
v,v; numerabili ed ovunque densi in S’, allora le corrispondenti metriche
dy,d,, non risultano, in generale, equivalenti.

%
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Esempio 3.9.
Per ogni k € N poniamo

Allora

Percio, posto «' = > 72 | 71 fx, risulta ovviamente 2’ € X' e:
1
oo 2
2’| = (Zri) =1, cioe /€9 .
k=1

Pertanto, tenuto conto anche dell’osservazione 2’ non ¢ un elemento di v.

Definiamo dunque vy = {y;}, come segue:
/ .
, z, set=1
Yi = .
x;_l, set=2,3,...

Cosl v ;Cé vy e 71 = S, ovvero vy ¢ un sottoinsieme numerabile ed ovunque
denso di S’, che contiene propriamente v.

Pertanto le due metriche corrispondenti d,, d,,, definite su coK (X), stanno
nella seguente relazione:

|+'(A) — 2(B)]

dul(A,B)g% T oy T W AB) e
1 [|2'(4) —2/(B)]
2 1+ |2/(A) —2/(B)| — (4, B)

per ogni A, B € coK (X).
Poniamo a,, = %, perognin =1,2,...

Poniamo ancora:
Ay, = {anen}, perognin =1,2,... |

A= {0} .
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In virtu del teorema la successione (A,), converge ad A nella metrica
d,, cioe:
limd,(A,,A)=0.
n

Fissiamo n € N. Allora:
oo oo
w/(anen) = Zrkfk(anen) = Zrkakfk(en) =
k=1 k=1

)
= Zrkakdn,k =rpa, =1 .
k=1

Percid o' (ape,) = 1, ovvero o'(A,) = 1, per ognin = 1,2, ... .

Cosl risulta:

L (A =-2"(B)  _ 1

2 1+ |2/(A) —2/(B)| 4

e quindi

L1 (A — (A)]
172 T w(a) =) = A A =
L [2'(An) —2'(A)]

=2 T [a(An) 2/ (A)]
= i +dy(An, A)

+ dy(An, A) =

perognin=1,2, .. .
Poiché limd, (A,,, A) = 0 abbiamo che limd,, (A,, A) = %.
n n

In conclusione la successione (A,,),, a valori in coK (X)), converge nella me-
trica d, ad A in coK (X ), ma non converge ad A nella metrica d,, .

Allora in virtt del teorema [1.2] risulta:

Ty # Tuy

%

000000000O000O0000O000O0
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Capitolo 2

Funzionali sublineari e
funzioni supporto
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1 Funzionali convessi e funzionali sublineari

Indicheremo con E = (E,|| - ||) uno spazio normato sul campo dei numeri
reali, e con E' = (E',|| - ||) il suo duale topologico.

Per quanto riguarda il calcolo aritmetico con coinvolge +00 e —oo adottere-
mo le regole:

at+oco=00+a=00, per —o0 <a< +00;
a—00=—-00+a=—-00, per —o0o<a<o0;
aco=00a=00 , a(—00)=(—00)a=—00, per 0<a<o0;
aco=00a=—-00 , a(—00)=(—c0)a=o00, per —o00o<a<0;

0o =000=0(—00) =(—0)0 =0, —(—0) =00 .

Adottando queste regole, a condizione di evitare le espressioni oo — oo e
—00 + 00, sono valide le familiari leggi dell’aritmetica.

Nel seguito denoteremo con Ry, l'insieme R U {+o0}.

%

Definizioni 1.1.

(1) Diremo che un’applicazione p: E — Ro € un
FUNZIONALE SUBLINEARE se soddisfa alle condizioni:

(i) plax) = ap(x), per ogni punto x di E e per ogni numero reale
positivo a, cio€ p & un
FUNZIONALE POSITIVAMENTE OMOGENEO;

(i) p(z +y) < p(x) +p(Y), per ogni x,y in E, cioe p é un
FUNZIONALE SUBADDITIVO.

o o o

(2) Diremo che un’applicazione p: E — Ry, ¢ CONVESSA se
p((1 = a)z +ay) < (1 —a)p(z) + ap(y)

per ogni z,y in E e per ogni a in [0, 1].
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Non e difficile provare, e per ragioni di spazio ne omettiamo la dimostrazio-
ne, che un funzionale p : E — R € sublineare se e solo se & positivamente
0IMOgeneo e convesso.

%

Definizione 1.2.
Diremo DOMINIO EFFETTIVO di una applicazione p : E — Ry il sot-
toinsieme domp di E definito da:

domp = {x e Elpx) < —i—oo}

o o o

Ovviamente se p ¢ un’applicazione convessa il suo dominio effettivo € un
sottoinsieme convesso di F.

%

Osservazione 1.3.
Considereremo nel sequito lo spazio lineare prodotto E X R munito della
norma:

(.7l = max {Jlall, Irl} , per ogni (z,r) € ExR .

A meno di isomorfismi (E x R)" coincide con E' x R.

%

Definizione 1.4.
Diremo EPIGRAFO di un’applicazione p : E — R il sottoinsieme epip di
E x R definito da:

epip = {(1:,7“) eEFE xR ‘ p(z) gr}
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Osserviamo che un punto x di E appartiene al dominio effettivo di p se e
solo se esiste almeno un numero reale r tale che la coppia (z,r) € un punto
dell’epigrafo di p.

E noto che un’applicazione p : E — R & convessa se e solo se il suo epigrafo &
un sottoinsieme convesso dello spazio normato E x R.

%

Definizione 1.5.

Diremo che un’applicazionep : E — Ry, ¢ SEMICONTINUA INFERIORMENTE
{s.c.i} nel punto xy di E, se per ogni numero reale u < p(xg) esiste un nu-

mero reale 6(xo,u) > 0, tale che: x € E con ||z — zo|| < § implica p(x) > u.

Diremo semplicemente che p ¢ SEMICONTINUA INFERIORMENTE {s.c.i}
se p e semicontinua inferiormente in ogni punto di E.

%

Teorema 1.6.
Sia p: E — Ry un’applicazione.

Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i)  p & semicontinua inferiormente;

(ii)  per ogni punto x¢ di E e per ogni successione () in E convergente
ad xg si ha
p(xo) < minlim p(z,,) ;
n

(iii) Uepigrafo epip di p é un sottoinsieme chiuso dello spazio normato
E xR.

Prova

L’equivalenza tra (i) e (ii) & ovvia come l'implicazione (ii) = (iii) e
I'implicazione (iii) = (1). O
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Definizione 1.7.
Diremo che un’applicazione f: E — R ¢ AFFINFE se:

[l =a)z +ay) = (1 —a)f(x) +af(y)

per ogni x,y in K e per ogni a in R.
%

Definizione 1.8.
Indicheremo con A(E) la famiglia di tutte le funzioni continue ed affini
definite su E, cioé:

A(E) = {f :E—-R ‘ f € continua ed aﬁﬁne}

o o o

Notiamo che
A(E) = {m’—l—c‘x’eE’eceR}

e quindi A(R) ¢ evidentemente chiuso rispetto alle operazioni di somma e
prodotto per uno scalare, puntuali.

%

Definizione 1.9.
Sia p: E — Ry un’applicazione.

Denotiamo con M(E,p) la famiglia di tutte le funzioni continue ed affini
definite su E, che sono minori o uguali di p, cioé:

M(E.p) = {f e AB)|f <p} .

dove con f < p intendiamo che f(x) < p(x) per ogni punto x di E.

%

Teorema 1.10 (Castaing-Valadier [7]).
Sia p: E — R un’applicazione convessa e semicontinua inferiormente.

Allora:

p(z) = sup f(z) , per ognixz in E .
feM(E,p)
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Prova

Se dom p = (), 'affermazione & ovvia.
Sia dunque zp € dom p.

Dividiamo la dimostrazione in tre parti.
Passo 1

Proviamo qui che M (E,p) # 0.
Fissiamo rg € R con 19 < p(xg).

Dalla convessita di p discende che epip = coepip e quindi per la semiconti-
nuita inferiore risulta che epip = ¢oepip.

Per costruzione (zg, o) ¢ epip.

Pertanto, per il Teorema V.2.10 di Dunford-Schwartz [I3], esistono un nu-
mero reale a, un numero reale ¢y e un funzionale lineare e limitato z(, € E’
tali che:
/ /
xo(x0) + toro < a < zy(z) + tor

per ogni (z,7) in epip.
Poiché (xg,p(z0)) € epip, risulta:
zg(z0) + toro < a < a(x0) + top(zo)

e quindi:
toro < top(zo) -

Per costruzione ry < p(zg) e quindi risulta ¢y > 0.

Poiché:
x((x) + top(xg) > a , per ogni x in E
e tg > 0, si ha:
1 / .
p(z) > t—[— xo(x) +a] , perognizin E .
0
Allora fy = —%x{) + 7, ¢ una funzione continua tale che:

fo(z) < p(z), per ognizin E .
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Resta percio provato ’asserto del passo 1.
Passo 2

Proviamo che comunque si fissi un punto x di E e per ogni numero reale
r < p(x) esiste una applicazione f in M (E,p) tale che r < f(x).

Sia z un punto di E e fissiamo un numero reale r < p(x).
Allora (z,7) ¢ epip.
Ancora per il Teorema V.2.10 di Dunford-Schwartz esistono un numero reale
b, un numero reale ¢ e un funzionale lineare e limitato 2’ € E’ tali che:
() +tr <b<2'(y) +ts
per ogni (y, s) in epip.
Supponiamo, per assurdo, che ¢t < 0. Allora per ogni s € R, s > p(z9), date
che (20, s) € epip, risulta:
o' (z) +tr <2’ (wo) +ts
e, per la linearita di o':
2'(z —x9) < t(s—71) , per ogni s € [p(zg), +o0o] .

Fissiamo s € [p(x¢), +oo[ con s > M T

Allora, date che ¢t < 0, risulta:
t(s—r) <a'(x—z0) <t(s—r)

che evidentemente ¢ un assurdo.
Percio e: ¢t > 0.

Consideriamo dapprima il caso in cui ¢ > 0.

Allora da:
'(z) +tr <b<a'(y)+ts

per ogni (y, s) in epip, si deduce che:

2'(y) +tp(y) > b, per ogni y in E .
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Dato che t > 0, risulta:

~+ | =

p(y) > [— 2 (y) + b} , per ogni y in E .

Allora f = —%x’ + % ¢ una funzione continua ed affine tale che:

f(y) <p(y) , per ogni y in E .
Infine da 2/(z) + tr < b discende che:

e quindi 'asserto.
Consideriamo ora il caso in cui ¢ = 0.

Sia y € domp. Allora p(y) € R e quindi (y,p(y)) € epip. Ne consegue:

2'(z) <b<2'(y) .

Allora per ogni y € domp & 2/(z) < b < 2/(y). E evidente allora che
x ¢ domp, cioe p(z) = +o0.

Sia k € R, k > 0.

L’applicazione f : E — R definita da

f) = foy) + k[b—2'(y)] , per ogni y e B

(dove fo e definita nel passo 1) & continua ed affine.

Sey ein F e y ¢ domp allora p(y) = +oo > f(x). Sia allora y € dom p.

Ne segue che:
2(z) <b<(y).
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Allora risulta b — 2/(y) < 0, e poiché k > 0, ¢

k[b—x'(y)} <0.

Quindi:
) = folw) +k[b—2'(y)] <p(y) -

in quanto fo(y) < p(y).
Percio f(y) < p(y), per ogni y in E, cioe f € M(E,p).
Dato che a/(x) < b, risulta: b — 2/(z) > 0.

Possiamo allora fissare k € Rar con:

r — fo(x)
k> b—a'(x)

e risulta:

f(x) = folz) + k[b - x’(m)} >

Abbiamo cosi provato quanto asserito nel passo 2.
Passo 3
Proviamo finalmente 1’asserto.

Nel passo 1 abbiamo provato che M(E,p) # (. Allora 'applicazione q :
FE — Ry, definita da

q(x)= sup f(x) ,perogniz inFE
feM(E,p)

¢ ben posta.
Inoltre, per la definizione [I.9] &:

q(z) = sup f(x) <p(x) ,perogniz in E .
feM(E,p)

41



Supponiamo, per assurdo, he esista un punto x; di F tale che:
q(z1) < p(x1) -

Allora 1 = q(z1) € R e m < p(x7).

Per quanto provato nel passo 2 esiste una funzione f € M(FE,p) tale che:
1 < f(x1).

Ma allora, ¢(z1) < f(z1) < g(x1) e questo e’ un assurdo.

Ne segue pertanto che:

p(x) =q(zx)= sup f(x) ,perogniz inFE,
feEM(E,p)

come volevamo. O

%
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2 Proprieta dei funzionali sublineari a valori reali

In questo paragrafo considereremo solamente funzionali definiti sullo spazio
normato E = (E, || - ||) e a valori reali.

%

Definizione 2.1.
Sia p: E — R un funzionale positivamente omogeneo, a valori reali, definito
sullo spazio normato E che, anche nel sequito, supporremo non sia ridotto
all’elemento nullo.

Chiameremo NORMA del funzionale p il numero reale esteso, non negativo,
definito da:

A
[pll = sup —=— .
r€EFE,x#0 HQSH

D’ora in avanti sottointenderemo la notazione x € E nell’estremo superiore
che definisce la norma di p.

Notiamo che:
|lp|| = min {M € RBL ’ Ip(z)| < M||z|| , per ogni x € E}

e in particolare:

p(@)| <llpllllz]| , per ogni z in E .

Inoltre valgono le sequenti disuguaglianze:

()]
|pl| = sup === = sup [p(x)| =
220 1zl je=1
p(x
= sup [p(z)| = sup p(@)
el <1 o<fzfi<1 NIzl

%

Definizione 2.2.
Diremo che un funzionale positivamente omogeneo p: £ — R ¢ LIMITATO
se esiste un numero reale M > 0 tale che:

Ip(x)| < M||z|| , per ogni x in E .

Pertanto p € limitato se e solo se possiede norma finita.
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Lemma 2.3.
Sia p: E — R un funzionale sublineare e sia M un numero reale non nega-
tivo.

Condizione necessaria e sufficiente affinché

p|l < M é che si verifichi:
p(z) < M||z|| , per ogni x in E .

Prova

La parte necessaria € ovvia.

Proviamo la parte sufficiente.

Sia p(z) < M||z|| per ogni z € E.

Dalla positiva omegeneita di e dal fatto che p(E) C R discende
che p(0) = 0.

Fissiamo =z € E.
Allora per la subadditivita di p, risulta:
0=p(z—2) <p(x)+p(—z), cioe
—p(—z) < p(z) .
Dall’ipotesi discende che:
p(=z) < M| — 2| = Mljz| , ciog

—Mjz]| < =p(—z) < p(z) < M|z,
ovvero |p|| < M. O

%

Teorema 2.4.
Sia p: E — R un funzionale sublineare.

Condizione necessaria e sufficiente affinché p sia continuo su E é che p sia
limitato.
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Prova
La dimostrazione della parte necessaria e identica a quella per i funzionali

lineari, in quanto si utilizza in essa solo la positiva omegeneita.

La prova della parte sufficiente del teorema € analoga a quella per i funzionali
lineari, ma in essa si sfrutta solo la subadditivita di p. O

%

Osservazione 2.5.

Per quanto rilevato nel teorema precedente, in effetti, un funzionale subli-
neare p : E — R ¢ limitato se e solo ¢ uniformemente continuo su E e
inoltre:

“Un funzionale positivamente omogeneo e continuo p : E — R é limitato.”

Ma, viceversa, in generale, non ¢ detto che un funzionale positivamente
omogeneo e limitato p: E — R sia continuo.

Un esempio, a tale proposito, é fornito dall’applicazione p : R?> — R, definita

da:
( ) r, sex>0
T,Y) =
PRy y, sex<O0

per ogni (z,y) € R2.
%

Teorema 2.6.
Sia E uno spazio di Banach.

Supponiamo che {pa},c; sia una famiglia non vuota di funzionali
Dot E— R, a € J sublineart e limitati.

Supponiamo inoltre che per ogni punto x di E esista un numero reale non
negativo M, tale che:

palz) < M, , per ogni o € J .

Allora esiste un numero reale non negativo M tale che:

|pall < M, per ogni o€ J .
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Prova

Sia k un numero naturale fissato.

Definiamo il sottoinsieme Ay di £ come segue:
Ak:{xEE]pa(m)Skepa(—x)gkperogniaeJ} )

Sia z in Aj.

Allora esiste una successione (), di punti di A che converge ad z in E.
Per la parte sufficiente del teorema[2.4] p ¢ continuo su E, e quindi si hanno:
pa(x) = liénpa(xn) ) pa(_'r) = limnpoz(_xn) >

per ogni « in J.
Per ognin =1,2,... & x, in Ag e quindi:

palrn) <k e pOc(_xn) <k ,perogniacJ.

Pertanto, per ogni « € J, valgono:
Pa() = limppo () <k e po(—2) =limypa(—x,) <k ,
cioe = appartiene ad Ay.

Abbiamo provato che A & un sottoinsieme chiuso di E, perogni k = 1,2, ... .

Fissiamo ora un punto x di F.

Per ipotesi esistono due numeri reali non negativi M, e M_, tali che:
pa<$) <M, e pa<_x> <M_,,

per ogni « in J.

Ovviamente esiste un intero k tale che:

pa(z) <k e po(—z)<k ,perogniacl,
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o
cio¢ x € Az, ovvero £ = |J Ay .
k=1

Dato che E & uno spazio di Banach, per il Teorema di Categoria di Baire
(vedi Toerema 1.6.9 Dunford-Schwartz [13]) esiste un intero kg tale che Ay,
ha interno non vuoto in F.

Percio esistono xp in Ay, ed > 0 tali che la boccia aperta B(zg,rg) cen-
trata in xo e di raggio r, ¢ contenuta in Ay, .

Fissiamo z in E e, senza perdita di generalita, supponiamo x # 0.

Poniamo z = z¢ + az, dove a = r/2|jz|| > 0.
Allora:

Iz = 2ol = allz]| = r/2 <

e cosl z ¢ un punto di B(zo, ) .
Percio z € Ay, .
Sia « fissato in J.

Allora, poiché xg e z sono in Ay, risultano:
Pa(z0) <ko e pa(—z0) < ko,
Pal(z) <ko e pa(—2) <o .

Per la sublinearita di p, risulta:

1 4ko

Pa(z) = ~palz — 70) < = [Pa(z) + pal—0)]| < ~2ho = “2fa]]

Visto che p,(0) = 0, per larbitrarieta di = € E, posto M = erﬁ > 0, risulta:
pa(x) < M||z| , per ogni z in E .
Dato che p, € sublineare, per il lemma deduciamo che:
[pall < M .
Per Darbitrarieta di o € J otteniamo:
lpall < M |, per ogni a € J ,

cioe 'asserto. O
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3 Funzioni supporto

In questo paragrafo daremo alcuni risultati fondamentali relativi alle funzio-
ni supporto, che sono state introdotte nelle definizioni del Capitolo

Torneremo ad indicare con X lo spazio di Banach X = (X,| - ||), che,
ricordiamo, € supposto separabile e riflessivo.

In questo paragrafo considereremo funzionali sublineari definiti sullo spazio
di Banach E = X', duale topologico di X.

%

Lemma 3.1.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X e sia s(-, A) : X' = Ry la funzione
supporto di A.

Allora s(-, A) é un funzionale sublineare semicontinuo inferiormente su X'.

Prova

Nel Teorema [2.2] del Capitolo [T abbiamo provate che:
(49, A) < (@A) + 5(0/, )

s(ax’, A) = as(a’, A)
per ogni #’,y’ € X’ e per ogni a € R .
Quindi la funzione supporto di A,
s(,A): X' — Ry

s(z',A) =supa'(z) , 2’ eX’

€A

¢ un funzionale sublineare.

Sia ora x(, un fissato punto di X’ e sia (/,), una successione a valori in X’
che converge ad z{,, ovvero lim, ||z}, — z{]|| = 0.

Fissiamo un numero reale u < s(z(, A) .

Allora u < sup,e 4 () e quindi esiste un punto xo appartenente ad A tale
che: u < z{ ().
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Pertanto:
u < xg(azo) = 1111111 x/n(xo) < miI}Llim s(:z;;l, A)

Dall’arbitrarieta di u < s(z(,, A) discende che:
s(x(, A) < minlim s(z},, A)
n
cioe, per il teorema abbiamo dimostrato che s(-, A) ¢ un funzionale

sublineare semicontinuo inferiormente.
O

%

Proposizione 3.2.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X. Allora valgono le uguaglianze:

IA]l = sup, |s(2", A)| = sup s(a’, A)

z’'eS’
Prova
Fissiamo un punto z’ di S.
Allora risulta:
5(2', 4)| = | supa’(2)] < sup |2'(2)] < sup o/ al] = sup || = [[A] -
z€A €A €A T€A

Percio: sup,/cq |s(z’, A)| < [|A]l .

Per una conseguenza del Teorema di Hahn-Banach e per il lemma del
Capitolo [T} risulta:

Al = Sup ||| = sup sup 2'(z) =
€A rzeAx'eS’

= sup supz’(x) = sup s(z’, A) < sup |s(z', A)| < |A]| -
r’'eS' xeA z’'eS’
Percio:

|A]l = sup [s(2’, A)| = sup s(z’, A) .
z'es’ x'es’

%
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Lemma 3.3.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X.

Condizione necessaria e sufficiente affinché A sia limitato é che la funzione
supporto s(-, A) di A sia un funzionale sublineare e limitato.

In tal caso: ||s(-, A)|| = || A

Prova

Per il lemma [3.1]la funzione supporto di A ¢ un funzionale sublineare.

Parte necessaria

Supponiamo che A sia limitato, cioe che ||A|| < +oo .

Per la parte (iii) del teorema [2.2| del Capitolo [1} risulta:
|s(z’, A)| < ||A]|||2'|] < 400, per ogni 2’ in X' .

Quindi s(-, A) : X’ — R & un funzionale sublineare e limitato.

Parte sufficiente

Supponiamo che s(-, A) : X’ — R sia un funzionale sublineare e limitato.

Allora esiste un numero reale M > 0 tale che:
|s(2’, A)| < M , per ogni 2’ in S’ .
Ne segue che per la proposizione (3.2,
|A]| = sup |s(z/, A)| < M < 4+ ,
z'eS’
cioe A e limitato.

Dalla definizione [2.1] di questo capitolo si deduce che:

Is(, Al = sup |s(a’, A)f = [|A] ,

[l="]=1
e quindi il lemma ¢ completamente provato. O
%
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Teorema 3.4.
Siano A, B due sottoinsiemi chiusi, convessi, non vuoti di X.

Se s(x', A) = s(2', B), per ogni ' € X', allora A = B.
Prova

Supponiamo, per assurdo, che esista un punto zy di A tale che xo ¢ B.

Poiché B ¢ un sottoinsieme chiuso e convesso di X, per il Teorema V.2.10 di
Dunford-Schwartz [13], esistono un numero reale ¢, un numero reale positivo
€ > 0 e un funzionale lineare e limitato z{, € X', tale che:

zo(z) <c—e<c<azi(xg) , perognizée B
Da cui, visto che g € A, risulta:

s(z(, B) = sup zj(z) < ¢ —e < ¢ < 2'(xg) < sup zj(z) = s(z(, A)
zeB €A

Cost s(z(, B) < s(x(, A) e quindi l'assurdo.
Pertanto A C B.

Analogamente si prova che B C A. O
%

Lemma 3.5.
Sia p: X' — Re un’applicazione.

Linsieme H definito da:
H = {:C eX ‘ 2 (z) < p(a'), per ogniz’ € X/}
e un sottoinsieme convesso di X .

Prova

Se H & vuoto non c’e nulla da provare.

Supponiamo allora che H sia non vuoto.
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Sia xzg € H.
Allora esiste una successione (x, ), di punti di H che converge ad zy in X.
Fissiamo z’ in X.

Dato che z'(x,,) < p(z'), per ognin = 1,2, ..., dalla continuita di 2/, discende
che:
7' (zy) = lim2/(x,) < p(2') ,
n

Per D'arbitrarietd di 2’ in X’ risulta che xg € H, cioé H & un sottoinsieme
chiuso di X.

Siano z,y due punti di e prendiamo un numero reale a nell’intervallo chiuso
[0,1].

Fissiamo 2’ in X. Allora:
o'(z) <pa) e 2(y) <p)
Per la linearita di 2’ si ha:
2'((1 = a)z + ay) = (1 — a)a’(z) + aa’(y) < (1 — a)p(z’) + ap(’)
Per Darbitrarieta di 2’ in X’ risulta che:
(1—a)z+aye H

cio¢ H ¢ un sottoinsieme convesso di X.

In conclusione H = co(H) .

%

Teorema 3.6 (Castaing-Valadier [7]).
Sia p : X' — Ry un funzionale sublineare e semicontinuo inferiormente,
con p(0) = 0.

Allora esiste un unico sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto H di X,
tale che:
p(x') =s(2',H) , perogni 2’ e X'

52



Inoltre risulta:

H= {:L‘ eX ’ 2'(z) < p(a') , per ogni ' € X’}

Prova
Definiamo 'applicazione:
p: X — R

@(x) = sup [xl(x) —p(x/)] , perognixze X ,
r’'eX’

e Iapplicazione:
X >R

o (a) = sg};z [x’(a:) - go(x)} , perogniz €X' .

Poiché, per ipotesi, p(0) = 0, risulta che,

o(z) € Reo , perognize X |,

Dato che p € sublineare e s.c.i. , in virtu del teorema [1.10] risulta:

p(z')= sup f(2') , perogniz' €X' .
feM(X’,p)

Fissiamo f € M(X',p).

Allora esistono un numero reale a e un elemento z(; € X", tali che
f(@")y=z((z') —a , perogniz’ € X" .
Per la riflessivita di X, esiste un punto zg di X, tale che:

zy(z) = 2'(x9) , per ogniz’ € X' .

Pertanto risulta:
p(z') > f(@') = 25(2)) —a =2"(z0) —a
per ogni punto z’ di X/, ovvero,

a>z'(xg) — p(z') , perogniz’ e X .

In definitiva:

a > sup [m’(mo) —p(x')] <a< 40
z'eX’
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e quindi p(zp) € R .

Possiamo allora scrivere:
&' (o) — @(wo) > 2'(w0) —a

per ogni 7’ € X',

Dalla definizione di ¢* discende che:
" (a) = a'(z0) — p(x0) > a'(20) — a = 25(2’) —a = f(2) ,

per ogni 2’ € X' .

Per Darbitrarieta di f in M (2, p) risulta:

p(a)= sup f(2') <) ,
FEM(X p)

per ogni ' € X' .

Supponiamo, per assurdo, che esista un punto zj € X’ tale che:
p(zh) < ¢*(21) -

Poniamo u = p(z). In corrispondenza ad u € R, u < ¢*(z) esiste un punto
x1 in X, tale che
u < zi(2l) — o) ,

quindi con ¢(z1) € R .
Dalla definizione di ¢ risulta:
p(x1) > 2y (z1) — p(x7)
e quindi:
u < @ (21) — p(z1) < 7y (21) — 27 (21) +p(ah) = p(ah) = u

che ¢ un assurdo.

Pertanto si ha che:

p(x’) > ¢*(z') , perogniz’ € X' .
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In conclusione:

p(x') = ¢*(z') , perogniz’ € X' .

Dalla positiva omogenita di p discende che:
e(x) =0 oppure () =400 .

per ogni x € X.
Supponiamo, per assurdo, che p(x) = +00, per ogni punto z € X .

Allora, per la definizione di ¢* e per quanto abbiamo provato, si avrebbe
che
P(ﬂﬁ/) = 80*(96/) =—00 , perogniz’ € X .

che, evidentemente, & un assurdo.

Cosl esistono punti di X, in corrispondenza ai quali, ¢ assume il valore nullo.

Pertanto il sottoinsieme H di X definito da
H:{:UEX ’ 4,0(:6):0}

¢ non vuoto.

Sia x un punto di H.

Allora risulta: 0 = p(z) > 2/(x) —p(2’), cioe 2’(z) < p(a’), per ogni 2’ in X.
Sia z € X, tale che: 2/(z) < p(2), per ogni ' € X’'. Allora:
p(z) = sup [x’(w) —p(a)| <0
z’'eX’
e quindi p(z) =0, cloe x € H.
Pertanto
H= {x eX ‘ 2'(z) < p(a’) , per ogni 2’ € X’} :

Per il lemma 3.5 H & un sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto di X.
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Inoltre:

p(a') = ¢*(2') = sup [2/(z) — p(2)] = sup [¢/(z) — ¢(2)] = sup 2’(z) = s(a', H) ,

reX zeH zeH
cioe p(2') = s(2’, H), per ogni ' € X' .
Proviamo infine che H & unico.
Sia A un sottoinsieme chiuso, convesso e non vuoto di X, tale che:
p(z') = s(2’, A) , perogni 2’ € X’
Allora risulta:
s(x',H) = p(a') = s(2/,A) , perogni 2 € X' |

e quindi, per il teorema A=H.

%

Osservazione 3.7.

Se, nel teorema ora provato, supponiamo che p: X' — R sia un funzio-
nale sublineare e limitato, per il lemma ottentamo che esiste un unico
sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto e limitato H di X, tale che:

p(2')=s(z',H) , perogni 2 €X'
e tale insieme ¢ definito da:

H= {x eX ‘ 2 (z) < p(a'), per ogniz’ € X'} .

Percio il teorema[3.6] contiene come caso particolare il Lemma 3, e il relativo
Corollario, provati da Datko in [10)].

%

Corollario 3.8.
Sia A un sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto di X.

Allora:

A= {:c eX ‘ 2'(z) < s(a’, A) , per ogni z’' € X’} .
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Prova

Per il lemma la funzione supporto di A, s(-, A) : X’ — Ry, € un funzio-
nale sublineare e semicontinuo inferiormente su X’.

Per il teorema [3.6] esiste un unico sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto
H di X tale che

s(z',A) = s(2',H) , perogni z'€ X’
Pertanto dal teorema [3.6] discende che A = H e quindi:

A:H:{xeX ’ ' (z) < s(a', A) , perognimleX’}.

O
%
Corollario 3.9.
Siano A, B due sottoinsiemi chiusi, convessi, non vuoti di X.
Allora A C B se e solo se accade che
s(x',A) <s(2',B) , perogni 2 €X'
Prova
La parte necessaria € ovvia.
Proviamo la parte sufficiente.
Fissiamo z in A.
Allora & 2/(z) < s(2’, A) < s(a’, B), per ogni 2’ in X'.
Pertanto, per il corollario [3.8] risulta z € B .
Cosi A C B.
O

%
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Teorema 3.10.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X.

Allora vale:
s(a’, A) = s(a’,c0A) , per ogni ' € X’
e tnoltre:

Co0A = {a; eX ‘ 2'(z) < s(a’, A) , per ogni z’' € X’} .
Prova
Fissiamo 2’ € X'.
Poiché A C ¢6A , per la monotonia dell’estremo superiore risulta:
s(2’, A) < s(a’,c0A)

Fissiamo quindi un punto in ¢oA .

Allora esiste una successione (x,,), di punti di coA che converge ad z.
Per ogni n =1,2,... & possibile trovare m,, punti y%n), e y,S’J,Z di A ed m,

Mn
numeri reali agn), s aﬁ,’}z di [0,1], con > a,(cn) =1, tali che
k=1

Mn
t = 3 alt
k=1
Per la linearitd di 2/, si ha:
Mn ez
2 (zy) = Z a,&")x'(y,in)) < Za,ﬁn)s(ﬂ, A) =
k=1 k=1
Mn
= s(a’, A) Za,(cn) =s(2’,A), perognin=1,2,..
k=1
Pertanto, dalla continuita di z’, discende che:
7' (z) = lim2/(x,) < s(a’, A)
n
Per larbitrarieta di x € ¢oA si ha:

s(x’,c0A) = sup 2'(x) < s(2’, A)
TEC0A
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In conclusione:

s(x’, A) = s(a’,c0A) , per ogni 2/ in X' .

Allora, dato che ¢oA € un sottoinsieme chiuso, convesso, non vuoto di X,
per il corollario risulta:

coA = {x eX ‘ 2'(z) < s(z’,A) , per ogniz’ € X'} .

%

Corollario 3.11.
Sia A un sottoinsieme non vuoto di X.

Allora risultano:
| Al = [lcoAl| = |leoA]| .

Prova
Dato che A C coA C ¢oA, per la monotonia dell’estremo superiore risulta:

[A]l < [[coAll < [lcoA] .
Ma per il teorema [3.10] e per la proposizione [3.2] si ha
| Al = sup [s(z, A)| = sup |s(z’,c04)| = [[coA] .
z'es’ z’'es’

Percio
[All = [[coA|| = [[eo Al

ovvero l’asserto. O

%

Proposizione 3.12.
Siano A, B due sottoinsiemi non vuoti di X e sia a un numero reale non
negativo.

Allora valgono:

(1) s(x’, A+ B) = s(z/,A) + s(2',B) , per ogniz’ € X' ;

(2) s(2',aA) =as(a’, A) , per ognix’ € X' .
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Prova

Proviamo ’affermazione (1).
Fissiamo un funzionale 2" in X".

Ovviamente vale la disuguaglianza

s(x', A+ B) < s(2’, A) + s(2/, B)

Sia ora z un punto di A.

Per ogniy € Bex+y € A+ B e quindi, per la linearita di 2/, risulta

2(x)+ 2 (y) =2 (x+vy) <s(a’,A+ B), perogniyec B .

Passando in tale espressione, all’estremo superiore per y € B risulta:
2 (z) +s(z',B) < s(2/,A+ B), perogniz € A.

e quindi:
s(x’, A) +s(2',B) < s(2/, A+ B) .

per ogni 2’ in X' .

L’affermazione (2) ¢ banale.

%

Osservazione 3.13.
Notiamo che laffermazione (1) della proposizz’one contiene, come caso
particolare, il Lemma 8 provato da Datko in [10)].

%
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Capitolo 3
L’equivalenza delle metriche

dy,d, h negli spazi finito
dimensionali
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1 Metrica di Hausdorff e funzioni supporto

In questo paragrafo proveremo un’importante relazione che intercorre tra la
metrica di Hausdorff e le funzioni supporto.

A tale proposito indicheremo con By, la boccia unitaria chiusa di X'm cioe:

By ={a/ e X' | |2/ <1} .

Ricordiamo che B, € un sottoinsieme chiuso, limitato, convesso, non vuoto

di X'
%

Lemma 1.1.
Siano A, B € coK(X) .

Allora vale:

inf sup 2'(z—y)= sup inf 2'(z —y)
yeB x'€By/ z’€Byr yeB

per ogni punto x di A .

Prova

Notiamo che X e X’ sono due spazi di Banach riflessivi e che:

B ¢ un sottoinsieme chiuso, limitato, convesso, non vuoto di X,

By ¢ un sottoinsieme chiuso, limitato, convesso, non vuoto di X'.

Sia z un fissato punto di A.

Definiamo I’applicazione L : B X Bxs — R come

L(y,2') = 2'(x —y) , per ogni (y,2') € B x By’ .

Fissiamo y € B.

Siano 2,2} € Bx/ e sia a in [0, 1].

Allora valgono:

L(y, (1 — a)z + axy) = (1 — a)xy + axh)(z —y) =
=(1—-a)z)(z —y) +axy(z —y) = (1 — a)L(y,z7) + aL(y,z3) ,
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Ly, 2}) = Ly, 25)| = 2 (x — y) — 25(z — y)| =
= [(z} — 25)(z — y)| < [lz — yllllz1 — 25|
Quindi 'applicazione
2~ L(y,2’) , 2’ € By

& convessa, concava, continua, per ogni y € B.
Fissiamo quindi 2’ € Bx.

Siano y1,y2 € B esiaa € [0,1] .

Allora valgono:

L(1—a)y1 + ay2, ') =2’ (z — (1 — a)y1 — ay2) =
=2 (1 —a)r+ax — (1 —a)y1 — ays) =
=(1—-a)2(z—y)+az (z—y2) =

= (1 —-a)L(y1,2') + aL(yz, 2") ,

|L(y1,2") — L(y2,2")| = |2 (x — y1) — 2’ (x — )| =
=|2'(x —y1 — 2z + yo| = |2 (y1 — v2)| < 12| lyn — w2l -

Cosi 'applicazione
y— L(y,2") , yeB

¢ convessa, concava, continua, per ogni ' € By .
Allora la applicazione L soddisfa alle ipotesi della Proposizione VI.2.1 di
Ekelend-Temam [14] e pertanto vale:

min max L(y,2’) = max min L(y, ")
yEB x'€By/ x'€Byr yebB

cioe per la definizione di L:

inf sup 2'(z—y)= sup inf2'(z—y)

yEB x'€B s z’€By yeB
Per la arbitrarieta di z € A si ha Dasserto. O
%
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Teorema 1.2 (Castaing-Valadier [7]).
Siano A, B € coK(X).

Allora valgono:

(1) IO(A7 B) = Sup [s(.l‘/,A) - S(.CI}/,B)] ;

x'€By

(2) M(A,B) = sup |s(z',A) = s(a', B)| ;
x'€Byr

(3) h(A7 B) = sup |S(CC/7A) - S($/7B)| .
x'es’

Prova

(1) Ricordiamo che, come posto nelle definizioni del Capitolo|1}, risulta:

p(A, B) = sup inf |lz —y]| .
z€AyeB

Per una conseguenza del Teorema di Hahn-Banach si ha:

|z —y|| = sup 2'(z—y).

:E’GBX/
per ogni x € A e per ogni y € B.
Cosi per il lemma precedente e per il lemma [I.1] del Capitolo [T} risulta:

p(A, B) = sup inf ||z — y|| = sup inf sup z'(z —y)=
r€AyeEB r€AyeBa’'€By/

=sup sup inf 2/(x —y) = sup sup inf[2'(z) — 2/ (y)] =
x€Az'eBy yeB z'€eBxr x€AyeEB

= sup sup [m’(w) — sup x'(y)} =
x'€Bys x€A yeB

= sup [supx'(a;)—sup:v'(y)} ,
2’€Bys “z€A yeB

cioe:
p(A,B) = sup [s(z',A) - s(’, B)
x’EBX/

(2) Analogamente a quanto fatto in (1) si prova che:

p(B,A) = sup [s(z/,B) —s(a’, A)]

x'EBX/
Cosl per la definizione di h:
h(A, B) = max{p(A, B), p(B,A)} =

= max{ sup [s(2', A) — s(2’, B)], sup [s(2/,B) — s(:n',A)]} =

:E/GBX/ I/GBX/

= Ssup |S($/7A)—S(‘T/aB)|
x'€Byr
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(3) Fissiamo 2/ € By e sia, senza restrizioni, 2’ # 0.

Allora: 0 < ||z/|| <1 . Inoltre y' = ﬁ €S

Per la positiva omogeneita di s(-, A) e s(-, B), risulta:

|s(2', A) = (2", B)| = |52}y, A) = s(|l'|ly’, B)| =
/

= [l2’ll = [s(y/', A) = sy, B)| < [(s(y/, A) — s(y/, B)| <

< sup [s(z', A) — s(2’, B)| .
z’'eS’

Dato che S’ C By, per I'arbitrarieta di 2’ in By, si deduce:

sup |s(z’, A)—s(a’, B)| < sup |s(z’, A)—s(2’, B)| < sup [s(2', A)—s(2’, B)] .
x'€Byr z'es’ z'€B

Per la parte (2) del teorema, allora:
B(AB) = sup |s(z!, 4) — s(&', B)| =
x'€Byr

= sup [s(2', A) — s(2, B)| .
z'es’

%
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2 Combinazioni lineari in spazi normati di dimensione
finita

In questo paragrafo, proveremo un interessante teorema che mostra come
un sottoinsieme ovunque denso nella sfera unitaria di uno spazio normato
di dimensione finita, genera un cono convesso che invade l'intero spazio.

A tale proposito indicheremo con E uno spazio normato (E, ||-||) sui numeri
reali, di dimensione finita m .

Denoteremo ancora con S la sfera unitaria
S = {x e E‘Ha:” - 1}
di tale spazio.

%

Teorema 2.1.
Sia D un sottoinsieme ovunque denso di S.

Per ogni vettore non nullo x di E, esistono m vettori linearmente indipen-
denti x1, ..., Ty, di D ed m numeri reali positivi aq, ..., a, tali che:

m
T = Zah:ph .
h=1

Prova

Se m = 1 la dimostrazione ¢ ovvia.

Supponiamo allora che m > 1.
Fissiamo un vettore non nullo x di E.

Poiché m > 1 esistono m — 1 vettori linearmente indipendenti yi, ..., Ym—1
di F, tali che:
Ty Yty -5 Ym—1

costituiscono una base di E.

m—1
Poniamo y,,, = x — > yp, cosi che:
h=1
m
T=> Wn
h=1



m
Fissiamo t1, ..., t;, € R tali che > tpy, = 0.

h=1
Allora:
m m—1 m—1 m—1
0= Zthyh = Z thyn + tmx — Z tmYn = tmT — Z(tm —th)yn -
h=1 h=1 h=1 h=1
e quindi
m—1
e = Z (tm - th)yh .
h—1
Sia, per assurdo, t,,, # 0 .
m—1
Allorae z = ) %yh, e quindi x & combinazione lineare di yi, ..., Ym.
h=1
Ne segue che t,, = 0.
Ma allora
m—1
Z thyh =0 )
h=
e poiché y1, ..., ¥m—1 sono linearmente indipendenti si ha: t; =t = ... = t,,,_1 = 0.

Quindi y1, ..., Ym—1, 2 sono linearmente indipendenti.

Abbiamo trovato m vettori linearmente indipendenti 1, ..., y,, di F, tali che:

Dato che yi, ..., ym sono linearmente indipendenti, nessuno di essi e nullo e
quindi:
lynll >0, per ogni h =1,2,...,m .

Possiamo allora porre:

Yn

=S, h=1,...m;
lynll

Zh
b =|lynl| >0 , h=1,...,m.

Dalla indipendenza lineare di y1, ..., Y, discende che z1, ..., 2, sono m vettori
linearmente indipendenti di S.
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Inoltre:
m

m
= v Z thH , ciod
h=1 h=1
m
x =) bpzp dove by, = |lyn]| > 0 per ogni h=1,...,m
h=1

Dato che z1, ..., z;, sono linearmente indipendenti, per il Lemma delle Com-
binazioni Lineari, esiste un numero reale K > 0 tale che:

m m
KZ ]ah] § Z QpZh
h=1 h=1

)

per ogni ay,...,a, € R .

Poiché by, > 0 per h =1,...,m , risulta

hmin b, >0 .

=1,....m
Allora possiamo scegliere € > 0 tale che:

0<6<hmin bp >0 ,

=1,....m

percuib, —e>0,perh=1,..m

Visto che K > 0 ed € > 0 risulta:

B K2 S0
flzll+ Ke ’
Inoltre visto che x # 0, risulta:
K=K K?e :K||x||+K26—K26
]| + Ke ]| + Ke
K|z|
=—— >0
]| + Ke

e quindi K —§ >0, ovvero 0 < § < K .

Sia h = 1,...,m fissato.

Per costruzione z € S.
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Dato che, per ipotesi, D ¢ un sottoinsieme ovunque denso di S, in corrispon-
denza a § > 0 esiste un punto z;, € D tale che:

lzn — @]l <6 .

Cosi 21, ...,y € D sono tale che:
th—-th <d< K

perogni h=1,....m

Per il Corollario 20.7 di Jameson [16] abbiamo che z1, ..., z,, sono m vettori
linearmente indipendenti di D.

Poiché la dimensione di £ ¢ m, risulta che x1, ..., ., costituiscono una base
di F.

Allora esistono arq, ..., a,, € R tali che
m
Zahxh )
h=1

in quanto = appartiene ad F .

Innanzi tutto:

m
K lanl <
h=1

m
D> ann
h=1

m m
D anTnt Y antn
h=1 h=1

m
<> lanlllzn = aall + llz] <

m
(zn —an) + > anzp

m m
<> lanld + llall =8y lan| + |||
h=1 h=1

e percio

(K —8) ) lan] < |l
h=1

Ne segue che, essendo K — § = Himﬁ‘(e > 0 risulta:
m
[ ]] z]| + Ke
|an| < =zl ==
2 K-¢ K|



e quindi:
m
]| + Ke
> lanl < =
h=1 K

Ancora, visto che:

m m
Zahsvh =xr= thzh
h=1 h=1

risulta:

m
K " lap — byl <
h—1

> (an —bp)zp = H =
h=1

m m
Z apzp — Z bnzn
h=1 h=1

m m m m

=1 anzn = > anzn|| < lanlllze — 2l < lanld <
h=1 h=1 h=1 h=1
|lz|| + Ke K2 |lz|| + Ke

<94 = . =K

=0TK o[+ Ke K ‘

Ne segue che:

m
KZ|ah—bh| < Ke
h=1
ed essendo K > 0 risulta:

m

Z\ah—bh| <e .

h=1
Siah=1,2,....m.

Allora
m
lan —bu| = la; —bj| <e
j=1

e quindi risulta
ap — by, > € ovvero ap>by, —e>0 .

per cui ap >0 perogni h=1,....m .

Cosi x1,..., T, sono m vettori linearmente indipendenti di D e ay, ..., an
sono m numeri reali positivi, tali che:

m
ng apTy
h=1

cioe 1’asserto . O

%
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3 Le metriche d,, d, h negli spazi di dimensione
finita

In questo paragrafo ci occuperemo di stabilire la relazione che intercorre tra
le topologie 7, 74, 7, definite nel Capitolo [1, quando lo spazio di Banach ha
dimensione finita.

Rammentiamo che se X = (X, || - ||) ¢ uno spazio di Banach di dimensione
finita m, allora il duale topologico X' = (X', ||-||) di X, & ancora uno spazio
di Banach di dimensione finita m e coincide con il duale algebrico X* di X.

Come nelle definizioni del Capitolo [1] sia v = {z}}, un sottoinsieme
numerabile ed ovunque denso della sfera unitaria S’ di X’ e siano d, e d le
due metriche di Datko, definite su coK (X ), mediante v .

%

Teorema 3.1.
Supponiamo che X abbia dimensione finita m.

Se (Ap)n € una successione in coK (X) che converge nella metrica d, ad
un insieme A € coK(X), allora la successione (Ay), converge ad A nella
metrica h .

Prova

Sia (Ap)n una successione in K (X) che converge nella metrica d, ad un
insieme A € K(X) .

Per il teorema del Capitolo [1], cioo equivale a dire
liTIln |zi(Ay) — 2i(A)] =0, perogni i=1,2,... ,

cioe che:
lims(x}, A,) = s(z}, A)
n

perognit=1,2,....

Per ognin = 1,2, ... , dato che A, & limitato, per il lemma 3.3 del Capitolo 2]
la funzione supporto s(-, A4,) € un funzionale sublineare e limitato e risulta

[5( An)ll = [l Anll -

Cosi {s(-, An)},,en © una famiglia non vuota di funzionali s(-, A,) : X’ — R,
n € N sublineari e limitati.
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Fissiamo un intero 1.

Poiché la successione (s(, A,,)), converge a s(2’, A) in R, esiste un numero
reale non negativo M; tale che:

|s(x’, An)| < M; , perogni n=1,2 ..

Sia ora 2’ un punto di X’ e supponiamo, senza restrizioni, che x’ # 0.

Per la definizione della metrica d,,, risulta che v & un sottoinsieme numerabile
ed ovunque denso della sfera unitaria S’ di X’.

Pertanto il teorema del paragrafo precedente ci permette di affermare
che, in corrispondenza ad '’ € X', 2’ # 0, esistono m vettori linearmente

.o . o . . e
indipendenti @ ,...,z; div = {z}}, ed m numeri reali positivi ay, ..., an
tali che:

(2
m
/
ahxin .
h=1

Fissiamo n € N.

Allora sono:

/

|s(z;,, An)| < M, , perogni h=1,2,..m

Dato che la funzione supporto s(-,A,) € un funzionale sublineare e che
a1, ..., G SON positivi, risulta:

s(a’, An) = s(Zahx;h,An>) <> ans(al,, An) <) andl,
h=1 h=1 h=1

m

Ovviamente M, = > apM;, & un numero reale non negativo che dipende
h=1

solamente dalla scelta di 2/ € X'.

Allora abbiamo provato che per ogni 2’ € X’ esiste un numero reale non
negativo M/, tale che:

s(x',A,) < M., perogni n=1,2 .. ,

Per quanto gia visto e poiché X’ & uno spazio di Banach, daldel Capitolo
discende che esiste un numero reale M > 0 tale che:

[Anll = [Is(-, An)| < M, per ogni n=1,2,...

Percio la successione (A,), ¢ uniformemente limitata.
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Siano ora z’,y" due punti di X'.
Allora facilmente si prova che:
|52, An) — s(y/, An)| < [[Anllll2” =¥/ < M|j2" o/
per ognin =1,2,... e che
|s(2, An) — s(y', An)| < [ Allll2" =¥/
Per ogni n € N definiamo:
pn:S =R pn(2) = s, Ay) , 2’ e S
e definiamo inoltre:

p: S =R p(x') =s(2',A) , 2’ e s

Abbiamo che:
lpn(a’) — p(a)] < M||a" — /||, per ogni ',y € '

eperognin=1,2 ...
Cosi la successione di funzioni (py,), & equicontinua su S’.
Fissiamo un punto z’ di S’ e un numero reale € > 0 .

In corrispondenza esiste un intero ¢ tale che:

€
2" — il < S (M + Al +1)

Poiché liﬁn s(x}, Ap) = s(x}, A) esiste un numero naturale n = n(i, €/2) tale

che se n > m allora:

|s(2’, Ap) — s(2', A)| < €/2 .

SianeN, n>mn.
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Allora:
Ipn(z) — p(a')| = [s(2', An) — s(a’, A)| <
<|s(a', An) = sz}, An)| + |s(x, An) — (g, A)| + |s(a}, A) — s(a’, A)| <
< Anllllz" = 2]l + [s(xf, An) — s(zi, A)| + | All]|l2; — 2'|| <
< (M + [[AINN2" = ]| + [s(2f, An) — s(zf, A)| < €/2+€/2 =€ .

Percio lim p,, (z') = p(2') .
n

Per Darbitrarieta di 2’ in S’ la successione di funzioni (py,), converge pun-
tualmente alla funzione p, su S’.

Ma X ha dimensione finita, e cosi pure il suo duale topologico X', percid
la sfera unitaria S’ ¢ un sottospazio compatto di X', nella topologia della
norma.

Poiché la successione di funzioni (p,), € equicontinua e converge puntual-
mente alla funzione p sullo spazio topologico compatto S’, per un noto
teorema, la successione (py,), converge uniformemente a p su S’.

Pertanto, in virtu del teorema di questo capitolo, risulta:

z'eS’ z'es’

limh(Ay,, A) = lim{ sup ]s(m',An)—s(:z:',Aﬂ} = lim{ sup ]pn(:v')—p(x)|} =0,

cioe 'asserto. O
%

Corollario 3.2.

Supponiamo che X abbia dimensione finita m .

Allora le topologie 1,74, Tn, Sono uguali, cioé d,, d, h sono equivalenti.

Prova

Per il teorema precedente, ogni successione (A,), in coK (X) che converge
nella metrica d, ad un insieme A appartenente a coK (X), converge ad A
nella metrica h.

Per il corollario[1.2]del Capitolo[I]la topologia 7, ¢ pitt debole della topologia
T, cioe:
Th C Ty .
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Ma per il corollario del Capitolo [1], sono

T, CTq CTh

Allora 7, = 74 = 73, , cioe 'asserto .

%

000000000O000OO000O00O0
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Capitolo 4

Multifunzioni, selettori ed
integrale di Aumann
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1 Multifunzioni, selettori e misurabilita

Come abbiamo fatto fin ad ora, anche qui lavoreremo con uno spazio di Ba-
nach X = (X, ||-]|) suR separabile e riflessivo, sebbene molti dei risultati che
riportiamo in questo paragrafo sussistano in ambienti alquanto piu generali.

Denoteremo con 2¥ la famiglia delle parti non vuote di X.

Nel seguito (T, .7, 1) indichera uno spazio di misura fornito di una misura
1 positiva e finita e di una o-algebra 7, che & supposta u-completa.

%

Osservazioni 1.1.
Stabiliamo fin da ora di considerare uguali due applicazioni o, : T — X
che stano uguali quast ovunque su T'.

Cosit quando noi parleremo di un’applicazione o : T — X in effetti sara
semplicemente un rappresentante della classi di equivalenza [o], rispetto alla
relazione di uguale quasi ovunque, tra applicazione da T in X .

%

Definizioni 1.2.
Diremo che un’applicazione o : T — X ¢ MISURABILE, se esiste una suc-
cessione di funzioni semplice, daT' in X che converge quasi ovunque a o.

Tale definizione coincide quella I11.2.10 di [13] in quanto u(T) < +oo .

o o o

Indicheremo con M (T, X) lo spazio lineare delle funzioni misurabili definite
suT e a valori in X .

Analogamente M (T') denotera lo spazio lineare delle funzioni misurabili a
valori reali, definite su T .

Infine indicheremo con M (T, R) la famiglia delle funzioni misurabili, a valori
reali estesi, definite su T'.

%
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Osservazione 1.3.
Ricordiamo che un’applicazione o : T — X é detta DEBOLMENTE MISURABILE
se l’applicazione

Zo:T—R (2'o)(t) =2 (o(t)) , teT

¢ misurabile, per ogni ©’' € X', come funzione a valori reali.

Poiché X ¢ separabile, per il Teorema II1.6.11 di Dunford-Schwartz [13],
1l concetto di debole misurabilita é equivalente a quello di misurabilita, cosi
come ¢ stato posto nelle definizioni[1.3 .

%

Definizioni 1.4.

Diremo che un’applicazione o : T — X é INTEGRABILE (secondo Bochner)
suT, se esiste una successione (pn)n di funzioni semplici che converge quasi
ovunque a o su T e tale che:

i [ (®) ~ o0 dut) =0 .
T

Dato un insieme misurabile E € 7, diciamo INTEGRALE SU E della
funzione o il vettore:

[o®aut) =1im [ en(o)dute
E

E

Indicheremo semplicemente con [ o(t)du(t) Uintegrale di o su T .

o o o

Denoteremo con Li(T, X) l'insieme di tutte le funzioni integrabili su T" e a
valori in X.

Notiamo che L1 (T, X) ¢ M(T, X) .

Analogamente Lq(T") denotera l'insieme di tutte le funzioni a valori reali,
integrabili su 7.

%
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Osservazione 1.5.
L’insieme L1(T), definito sopra, ¢ uno spazio lineare su R, rispetto alle ope-
raziont usuali di somma e prodotto per uno scalare.

Inoltre su Ly (T, X) é definita la norma:
ol = [ lo@ldn(t) . per ogni o € Ly(T. )

Per il Teorema I11.6.6 di Dunford-Schwartz [13] lo spazio normato L1 (T, X) =
(L1 (T, X), || - |l1) € uno spazio di Banach su R.

%

Definizione 1.6.
Chiameremo MULTIFUNZIONE una applicazione F : T — 2% definita su
T e a valori nella famiglia delle parti non vuote di X.

%

Definizioni 1.7.
Sia F : T — 2% una multifunzione.

Per ogni sottoinsieme A di X denoteremo con F~(A) il sottoinsieme di T

definito da:
F*:{teT ‘ F(t)ﬂA;é(Z)}

Diremo GRAFICO della multifunzione F il sottoinsieme G(F') del prodotto
cartesiano T x X definito da:

G(F) = {(t,m) eT x X ‘ e F(t)}

o o o

Diremo SELETTORE della multifunzione F una applicazione o : FF — X
tale che:
o(t)ye F(t) , perogni teT .

%
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Definizione 1.8.
Sia F: T — 2% una multifunzione.

Indicheremo con S la famiglia di tutti e soli i selettori misurabili di F,
cioé:

Sp = {a € M(T,X) | oé un selettore di F}

%

Osservazione 1.9.
Nello spazio di Banach X si puo definire la o-algebra di Borel (X), come
la piu piccola o-algebra di X che contiene tutti gli insiemi aperti di X .

Percio nel prodotto cartesiano T X X resta definita la o-algebra prodotto
T R B come la piu piccola o-algebra di T x X che contiene tutti gli insiems
della forma E x U dove E€ T eU € &% .

%

Definizione 1.10.

Diremo che che una multifunzione F : T — 2% ¢ a GRAFICO MISURABILE,
se il grafico G(F) di F, appartiene alla o-algebra prodotto T @ B, definita
nell’osservazione precedente.

%

Definizione 1.11.
Diremo che una multifunzione F : T — 2% é MISURABILE, se per ogni
sottoinsieme aperto U di X, l'insieme

Fr)={teT|Fe)nu 0}
e miasurabile, cioé appartiene a 7 .
%
Osservazione 1.12.

Sia P una proprieta relativa ai sottoinsiemi di X, ad esempio, la chiusura
o la convessita.

Diremo che una multifunzione F : T — 2X ¢ a VALORI P se per ogni t in
T, F(t) é un sottoinsieme di X che possiede la proprieta P .

%
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Daremo ora un importante teorema, provato da Castaing-Valadier in [7], che
stabilisce degli utili criteri per la misurabilita di una multifunzione.

Tale teorema, inoltre, mostra che una multifunzione a valori chiusi e non
vuoti, in uno spazio di Banach separabile, possiede dei selettori misurabili.

%

Teorema 1.13 (Castaing-Valadier [7]).
Sia F : T — 2% una multifunzione a valori chiusi e non vuoti.

Allora le sequenti proprieta sono equivalenti:

(a) F é misurabile;
(b) Uapplicazione t — d(z, F(t)), t € T é misurabile, per ogni x in X ;

(¢c) F ammette una successione di seletttori misurabili (oy)n C SF, tale
che

F(t)= {on(t)} , perogni teT ;

(d) F é a grafico misurabile;
(e) F~(B) € 7, per ogni insieme di Borel B € B(X);

(f) F~(C) e 7, per ogni sottoinsieme chiuso C di X.

Prova

Come abbiamo supposto, X e uno spazio di Banach separabile.
Inoltre (T, 7, ) € uno spazio di misura con una misura a valori reali u > 0,

finita e con una o-algebra .7, u—-completa.

Allora applicando il Teorema I11.30 di Castaing-Valadier [7], segue 'asserto.
O

%
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Proposizione 1.14.
Sia (E, T) uno spazio topologico e sia D un sottoinsieme ovunque denso di E.

Sia f 1 E — R un’applicazione continua.

Allora valgono:
(1) sup f(z) = sup f(z) ;
zeFE zeD

(2) inf f(z) = inf f(z) .

zeFE z€D
Prova

Proviamo la (1).

Sia s = sup f(x).
zelE

Ovviamente, dato che D C FE, risulta:

f(z) <s , per ognipunto zdi D .

Fissiamo un numero reale u < s .
Allora esiste un punto xg € E tale che: u < f(zo).

Poiché f e continua in xg, esiste un intorno U di x( in E tale che:
f(z) € lu,+o0] , perzeU .
Ma per ipotesi D e ovunque denso in E, percio esiste un punto zg € D tale
che zg € U.
Cosi f(z0) € Ju,4+o00[ , cioe u < f(z0) -

Ne segue che s = sup f(z), cioe asserto.
zeD

Analogamente si prova la (2). O

%

Lemma 1.15.
Sia F: T — 2% una multifunzione a valori chiusi e non vuoti.

Per ogni punto ' di X' sia s(2',-) : T — Ry la funzione definita da:

s(x',t) = s(a’, F(t)) = sup 2/(z)
z€F(t)

per ogni t in T'.

Se F' ¢ misurabile, allora la funzione s(z’,-) é misurabile, per ogni ' in X'.
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Prova

Supponiamo che F sia una multifunzione misurabile e fissiamo un funzionale
' in X'

Per il teorema F ammette una successione di selettori misurabili (o,,), C Sp,
tale che:

F(t)={ou®)}

n

per ogni punto ¢ di T'.
Sia n =1, 2... fissato.

Poiché o, € misurabile, per quanto esposto nell’osservazione (1.3 o, &€ debol-
mente misurabile e quindi I'applicazione x'c, : T — R definita da:

(2'0p)(t) = 2'(0n(t)) , per ognitin T

€ misurabile come funzione a valori reali.
Sia ora ¢ un fissato punto di T'.

Visto che {an(t)} ¢ ovunque denso in F(t) e che 2’ : X — R & continua,

per la proposizionen 1.14} si deduce che:
s/, 1) = s(a!, F(t)) = sup 2/(¢) = sup/(om(t)) = sup(eom) (1)
zeF(t) n n
Percio applicazione s(z’,-) & misurabile, cioe s(z’,-) € M(T,R) .
Per Darbitrarieta di 2’ € X', segue 'asserto. O

%

Proposizione 1.16.
Sia F : T — 2% una multifunzione misurabile a valori chiusi e non vuoti.

Siano [ : T — R una applicazione T -misurabile ed ¢ : X — R un’applica-
zione continua.
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Definiamo la multifunzione H : T — 2% come

H(t) = {x € F(t) | e(x) > f(1)]

per ognit €T .

Allora H : T — 2% ¢ una multifunzione a valori chiusi che risulta a grafico
misurabile.

Prova
Proviamo innanzi tutto che H ¢ a valori chiusi.

Fissiamo un punto ¢ di T .

Se H(t) = ) non ¢’& nulla da provare.

Sia dunque zp € H(t) .

Allora esiste una successione (z,), in H(t) convergente ad zy. Pertanto
xo € F(t), in quanto F'(t) & chiuso.

Poiché e(zy,) > f(t), per ogni n = 1,2,... , dalla continuita di e discende:
e(xy) = 1irrln e(xy) > f(t) .
Per definizione il grafico di H é:
G(H) = {(t,x) eTx X ) = H(t)} ,
e quindi:

Gy ={(tm)eTx X |ze Fnyn{ta) eTx X | el@) > f()} =
—G(F)N A

dove si e posto:
A:{@@eTxX‘dwzf@}.
Definiamo 'applicazione 9 : T' x X — R come segue:
P(t,x) = f(t) —e(x) , perogni (t,z) €T x X .
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Poiché f & .7 -misurabile ed e & (X )-misurabile si ha che ¢ ¢ .7 ® Z(X )-misurabile.
Cosl
A= {(t,x) eT x X } Bt ) < o} €T ®B(X)

Inoltre, per il teorema F' ¢ a grafico misurabile.
In conclusione A e G(F') appartengono a .7 ® A(X).
Quindi G(H)=G(F)NAe 7 AB(X) .

Cosi H ¢ a grafico misurabile.

Notiamo che in questa proposizione si € commesso un abuso di linguaggio
chiamando multifunzione la H, in quanto la stessa puo avere, in generale,
dei valori vuoti.

Comunque se H ¢ a valori non vuoti, per quanto provato e per il teorema
H & una multifunzione misurabile. O

%

Osserviamo che 'asserto della proposizione precedente sussiste anche nel
caso in cui f sia a valori in Ry, o in R .

%

85



2 L’integrale di Aumann

La seguente definizione ¢ stata data da Aumann in [3] ed estende alle
multifunzioni il concetto di integrale.

%

Definizione 2.1.
Sia F: T — 2% una multifunzione.

Per ogni E € , VINTEGRALE SU E della multifunzione F' ¢ definito da:

[ Fyaut - { [ otaute

E E

S SFﬂLl(T,X)}

Indicheremo semplicemente con /F(t) du(t) Uintegrale di F' su T .

%

Definizione 2.2.
Diremo che una multifunzione F : T — 2% ¢ INTEGRALMENTE LIMITATA

se esiste una funzione g € L1(T'), g > 0 tale che

|F@)| < g(t) , perogni teT .
%

Proposizione 2.3.
Sia F: T — 2% una multifunzione integralmente limitata.

Allora ogni selettore misurabile di F é integrabile, cioé Sp C L1(T,X) .

Pertanto, se F' é misurabile e a valori chiusi, non vuoti, allora risulta:

/F(t) du(t) #0 .

E

Prova
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Sia g € L1(T'), g > 0 tale che:
IF@)] < g(t) ,perogni teT .

Sia o € S un selettore misurabile di F.

Ovviamente la misurabilita di o, implica la misurabilita di ||o(-)|| -

Inoltre vale:

0< o) <||F(t)] <g(t) ,perogni teT .
Da cui segue che:
Jlo@laut < [ g6 dut) < +oo . quindi

quindi ||o(+)|| & integrabile, ovvero o € L1(T, X) .
Quindi Sp C Li(T, X) .
Supponiamo ora che F' sia misurabile e a valori chiusi, non vuoti.

Per il teorema del paragrafo precedente si ha che F' possiede un selet-
tore misurabile o. Cosi Sp # () .

Ma allora, per quanto gia provato, risulta che o ¢ integrabile e per la
definizione 211 si ha:

/dmmwe/mem>,

ciod / Ft) du(t) # 0 .

%

Definizione 2.4.
Diremo che un insieme A € ¢ un ATOMO per la misura p se u(A) >0
e se:

EcZ ,ECA implica che p(E)=0 oppure u(E)= p(A)

Diremo che la misura p ¢ NON-ATOMICA se non possiede atomi.

%

87



Enunciamo ora il teorema di Lyapunov, per la cui prova rimandiamo, per
esempio, ad Halmos [15].

%

Teorema 2.5 (Lyapunov).
Supponiamo che la misura [ sia non-atomica.

Allora il rango di u, cioé:

u7) = {uE) | Ec 7}

é un sottoinsieme compatto e convesso di R, ovvero p(7) = [0, u(T)] .
%

Corollario 2.6.
Supponiamo che la misura p sia non-atomica.

Allora per ogni E € T e per ogni a € [0,1] esiste un insieme misurabile
S e 7,8 CFE tale che:

u(S) = ap(E)
Prova

Sia F € .7 un insieme misurabile.

Allora T = {S S ‘ S C E} ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di F e

Papplicazione pg : g — R & una misura su Jg, positiva e finita.
Dato che p non ha atomi neppure pug possiede atomi su Jg .

Per il teorema [2.5] allora:
pe(Je) = [0, ns(E)] = [0, u(E)]
cioe pp(Jp) = [0, W(E)] .

Sia ora a € [0,1] .
Pertanto 0 < ap(E) < p(E) e quindi esiste S € I tale che u(S) = au(E).

Per la definizione di 95 segue ’asserto. O
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%

Lemma 2.7.
Sia F: T — 2% una multifunzione.

Supponiamo che o1,09 : T — X siano due selettori misurabili ed integrabili di F'.
Sia E € F un sottoinsieme misurabile di T.

Allora la funzione 0 = x,01 4+ X 02 : T — X, definita da
oi1(t) ,setekFE
o(t) =
oo(t) ,set¢ E
e ancora un selettore misurabile ed integrabile di F' .

Infine valgono:

[o®aut)= [aredute) .

FE FE
[owauv) = [ oate) dutt
EC EC

Prova
Per ipotesi 01,09 € L1(T, X) e
o1(t) € F(t) , oo(t)€ F(t) , perogni teT .
Maset € T, allora t € E e quindi o(t) = 01(t) € F(t) oppure t ¢ E e cosi
o(t) = o2(t) € F(t), cioe o ¢ un selettore di F' .

Poiché E € 7 e 01,092 sono integrabili, le applicazioni x ,01, X .02 sono
integrabili.

Allora 0 = x,01 + X .02 € integrabile ovvero o € L1 (T, X) .

Infine si ha che:

[otaut) = [xeotyau® = [ o dutt) = [a®ant) |

E E
[0t = [ o dut) = [xpeoat)au(t) = [ aatt)dute) -
Ee Be
O
%

89



Il teorema successivo generalizza un teorema fondamentale dovuto a [18].

Inoltre esso contiene, come caso particolare, il Teorema 7.2 enunciato da
Datko [I0] e che egli stesso ha provato nel Teorema 1 di [9)].

%

Teorema 2.8 (Datko [10], Richter [18§]).
Supponiamo che la misura p sia non-atomica.

Sia F : T — 2% una multifunzione.

Allora cl/F(t) du(t) é un sottoinsieme chiuso e convesso di X.

Prova

Evidentemente cl / F(t)du(t) ¢ un sottoinsieme chiuso di X.

Resta da provare che ¢ convesso.

Supponiamo quindi che ¢l / F(t) du(t) contenga almeno due punti distinti
di X.

In questo caso dividiamo la prova in due parti.

Passo 1
Proviamo qui che comunque si fissino due punti 1,7y di ¢l [ F(t) du(t) e
due numeri reali €,a > 0 con 0 < a < 1 esiste un punto r € ¢l [ F(t) du(t
tale che:

|lr—aryr — (1 —a)ra| <€ .
Fissiamo dunque r1, 73, €,a come sopra.

Allora esistono due selettori misurabili ed integrabili 01,09 : T'— X di F,
tali che:

ry = /O‘l(t) du(t) e
ry = / oo (1) dpa(t)
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Per la definizione esistono due successioni (p1.n)n € (¢2.n)n di funzioni
semplici, della forma:

Lz mMn
n = : :Xsﬂxlyj ) SDQ,TL = : :Xsnl?,j
=1’ =1
per n = 1,2,... , che convergono quasi ovunque a o; e o3, rispettivamente,

e tali che:

i [ [l91.0(8) = ra(®)] du(t) =0 .
i [ [l2(8) = ra(®)] du(t) =0 .

Sia A € 7 un insieme misurabile.

Allora da:

o</rm — o) dut) /nm ) — o1 ()] dpa(t)

0 </H<ﬂ2n — o0 dilt) < [ llpaalt) - o2(0)] du(t)
per ogni n = 1, 2, ..., deduciamo che risulta:

hm/rmn oDl du) =0, i=1,2
uniformemente rispetto ad A € .

In corrispondenza ad €/3 esiste quindi un intero N tale che:
/Hsom )l dut) <e/3 , i=12
per ogni insieme misurabile A € 7 .

Siaj=1,...,my.
Allora SJN € un sottoinsieme misurabile di 7.

Poiché, per ipotesi, u € non-atomica, per il corollario in corrispondenza
ad a esiste un sottoinsieme S; € .7, S; C SJN tale:

u(S;) = ap(SY)
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Poiché si sono supposti S{V, e Sn]\{N a due a due disgiunti, anche Sy, ..., Sy
sono a due a due disgiunti.

my
Poniamo E = |J S;€ 7 .
j=1

Notiamo che per la definizione di E si ha che §; = SJN NE,j=1,...mye
quindi

mpy
E=JsnE)
j=1
dove 'unione ¢ disgiunta.
Pertanto
my
o [ ety dutt) =ay_n(sN)as =
j=1
my myn
= ap(SN )iy =Y p(S))wi, =
j=1 j=1
mpy
=Y (8N By = [ i (®)dutt)
j:]- E
pert=1,2.
Poiché
[ean®an®) = [eon®aut)+ [ ean(o)dute
E Ee
risulta

/902,N(t) du(t) = /902,N(t) dp(t) _/SDQ,N(t) du(t) =
B

Ec

— [ean®dutt) = a [ pan)autt -
—(1-0) [ andutt) -
Abbiamo quindi provato che:

o / o1 (1) dpu(t) = / orn(t)du(t)
F

(1-a) / o (1) dp(t) = / oo (t) dp(t)

EC
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Definiamo la funzione o : T' — X come
0 =Xg01+ Xgc0O2 -

Dato che o1, o2 sono due selettori misurabili ed integrabili, per il lemma[2.7]
o ¢ un selettore misurabile ed integrabile di F'. Inoltre risultano:

[owant = [ o due) .

E E
[otau® = [ o -
EC EC

In conclusione r = /U(t) du(t) € /F(t) dp(t)

Per quanto stabilito fino ad ora, risulta:

/ o (t) dpu(t) — a / o1(£) du(t) — (1 - a) / oa(t) du(t) | =

IA
“1\ tq\ m\

/ —panN(t +(1— a)/ {‘PQ,N(t)—UQ(t)} du(t)|| <
Ee
‘dﬂ +G/H<P1N Ul(t)HdM(t)ﬂL

—pan(t ‘du (1- a/HstN —oa(t ’du
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Ricordando che:

rl = /Ultdu(t) ;T2 = /agtdu(t) ;

r= /U(t) dp(t)
e che vale la (4), uniformemente rispetto ad A € 7, si deduce che:
|lr —ary — (1 —a)re|| <

S/Hsol,N(t)—01(75)Hd/i(t)+a/H%,N(t) —Ul(t)Hdﬂ(t)+
E

+ [ ety = aato) ]| dute) + (1= a) [ [ean® - oatt) | dute) <
i

<6+ e+(1 )e+e
- +az —a)z-+- =€ .
3 3 3 3

e quindi resta provato il passo 1 .

Passo 2

Proviamo che cl / F(t)du(t) € un sottoinsieme convesso di X.

Siano ri,72 € ¢l / F(t)du(t) e fissiamo un numero reale a nell’intervallo

aperto ]0,1] .
Per ogni n = 1,2... esistono 71, e ro, di [ F(¢)du(t), tali che:
1 1
e =riall <= e fra—ramll <~
n n
Fissiamo un intero n.

Dato che rq,, e ra, sono due punti di [ F(t)du(t), per il passo 1, in cor-
rispondenza ad 1/n ed ad a, esiste un elemento 7, di [ F(t)du(t), tale

che:
_ 1
Hrn —arin — (1 - a)ran < E

Pertanto risulta:

lari+(1 —a)ro =Tl = [lar + (1 —a)ra+arip —arip+ (1 —a)ra, — (1 —a)ro, — 7yl <
<alri =gl + (1 =a)llre = ronll + larin + (1 — a)re,n — Tl <
1 1 2

1
<a—+(1l—-a)—+—=—
n n n n
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Ne segue che per ogni n = 1,2, ... abbiamo individuato un elemento 7,, di
/F(t) du(t) tale che:

_ 2
lar1 + (1 —a)re — 7| < -

Pertanto:
lim [|ar) + (1 —a)rg — 7l =0 .
n

ciot la successione (7,), C [ F(t) du(t), converge in norma al punto ary + (1 — a)rs.

Cosi abbiamo provato che

ary + (1 —a)re = lim7,
n

appartiene a cl / F(t)du(t), ovvero che ¢l / F(t)du(t) & convesso in X.
O

%
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3 Integrale di Aumann e funzioni supporto

In questo paragrafo proveremo un teorema che mostra come, sotto oppor-
tune ipotesi, il calcolo dell’integrale di una multifunzione possa ridursi al
calcolo degli integrali di particolari funzioni a valori reali, cioe delle funzioni
supporto.

Tale teorema generalizza agli spazi infinito dimensionali il Lemma 2.2 pro-
vato da Artstein in [1] .

In questo paragrafo supporremo inoltre che la misura p : .7 — RY | sia
non-atomica .

%

Teorema 3.1.
Sia F : T — X una multifunzione misurabile e a valori chiusi, non vuoti.

Supponiamo che siano verificate le sequenti ipotesi:

(i) esiste una funzione integrabile g € L1(T), g > 0, tale che per ogni
' €S siha:

—g(t) < s(2', F(t)) < +oo, per ogni teT ;
(ii) Uintegrale della F' é non vuoto:

/F(t) du(t) #0 .

Allora per ogni ' € X', risulta:

s(w’,cl/F(t) d,u(t)) = s(m’,/F(t) d,u(t)> =
— [ sta!, Pl@)) dutt

e inoltre

7' (z) < /s(:v',F(t))d,u(t) , per ogni ¥’ € X'} .
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Prova
Poniamo , per ogni 2’ € X:
s(a',t) = s(2',F(t)), perognite T,
pertanto s(z’,-) : T — R in virtu della (i) .
Sia ora 2’ € X'.
Dalla ipotesi (i) discende che
(+)  s(@’,t) = —g(t)ll2]| , perogni t€T .

Poiché F' e misurabile e a valori chiusi, non vuoti, per il lemma lap-
plicazione s(2’,-) : T'— R risulta misurabile.

Dalla (+) si deduce che:
0<s (2/,t) < |2'||g(t) , perogni teT

dove s~ (2/,) & la parte negativa di s(z/,-) .
Dato che g € L1(T) si ha:

0< [ @ dutt) < ] [ g(0)dule) < +o0
In virtu della misurabilita di s(z’,-) risulta

[ s ndun = [staoaue - |56 |

e, per l'ipotesi (i), tale integrale & un numero reale oppure & +oo.

Ne segue che, per l'arbitrarietd di 2’ € X', lapplicazione s : X' — R,
definita da

s(@!) = [ st/ ) dutt) . per ogmi o € X',

¢ ben posta.

Proviamo che s ¢ un funzionale sublineare semicontinuo inferiormente.
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Osserviamo innanzi tutto che dalla sublinearita di s(-,t), per ogni t € T', e
dalla linearita dell’operatore integrale discende immediatamente che:

s(@ +y) < s(@) +s0y)
s(ax’) = as(z’) ,

per ogni 2/, 2’ in X’ e per ogni a € R , in altre parole s ¢ un funzionale
sublineare.

/

! )n in X', conver-

Sia ora z({, un punto di X’ e fissiamo una successione (z
/
gente ad z.

Ovviamente allora tale successione ¢ limitata, cioe esiste un numero reale
M > 0, tale che:

|z, || < M , perognin=1,2,..

SiatinT .

Per il lemma [3.1| del Capitolo [2|la funzione supporto s(¢, F'(t)) di F'(¢) ¢ un
funzionale sublineare e semicontinuo inferiormente su X'.

Allora dal teorema del Capitolo [2] deduciamo che

s(z(, F(t)) < minlim s(«),,t) , perogniteT .
n

Per 'arbitrarieta di ¢ € T e con la notazione usata in detto teorema:

(++)  s(zp,t) < mirrlllim s(xl,t) , perogniteT .

Dalla (+), discende che:

s(ay,t) 2 —g(t)||lan |l = —Mg(t)

per ognit € T e per ognin =1,2,... , dove Mg € L1(T) .

Pertanto per la (++) e per il Lemma di Fatou, risulta che:
s(ah) = [ s(ahut) dult) <

/ mlnhms s ) dp(t) mmhm / =

= minlim s(z/))
n

98



Allora, per il teorema [1.6] del Capitolo 2, s & un funzionale sublineare e se-
micontinuo inferiormente su X’ .

Infine e evidente che s(0) =0 .

Pertanto il teorema [3.6| del Capitolo [2| ci permette di affermare che esiste un
unico sottoinsieme H chiuso, convesso e non vuoto di X tale che

H= {:L' eX ‘ 2’ (x) < s(z’), per ognia’ € X’}

e inoltre,

s(x')=s(2/,H) , perogni 2’ €X' .
Sia r un punto di [ F(t)du(t) .
Allora r = [ o(t)du(t), con o € Sp N L (T, X) .
Da cio segue che:

) = ( [ du(t)) — [ o)t <
< /s(:c',t) du(t) = s(2') |, per ogni 2’ € X' | ovvero

reH. Cosi/F(t)d,u(t)CH.
Percio, per la monotonia dell’estremo superiore

s(x', / Ft) du(t)> < s(af, H) = s(2')
per ogni 2/ in X' .
Fissiamo un funzionale z/inX’.
Sia € > 0 un numero reale positivo.

Definiamo la multifunzione G : T — 2% come
G(t) = {w e F(t) | 2/(@) = s(a',t) — ¢/u(T) }

perognit €T
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G & ben definita perché si & supposto u(7T) < 400 e non & restrittivo sup-
porre pu(7T) >0 .

Per ogni punto ¢ di T, in virtu della (i), & s(2/,t) < 400 e percio risulta

s(@',t) —e/u(T) < s(a',t) = sup 2'(z)
z€F(t)

e quindi esiste un punto zg € F(t) tale che
s(2',t) — e/p(T) < 2 (z0) .

cosi zg € G(t) .
Allora G & a valori non vuoti.

In virtu del lemma s(2’,-) & J-misurabile come funzione a valori reali
e, ovviamente, 2’ : X — R & una funzione continua.

Allora dato che F' ¢ misurabile, a valori chiusi e non vuoti, per la proposi-
zione G : T — 2% ¢ una multifunzione a valori chiusi e non vuoti, che
risulta a grafico misurabile.

Pertanto, per il teorema G e misurabile e quindi possiede almeno un
selettore misurabile ¢ : T' — X .

Per la definizione di G ¢ G(t) C F(t) per ogni t in T, e quindi ¢ & anche
un selettore misurabile di F', con o' (¢ (t)) > s(2’,t) —¢/u(T), per ognit € T.

Per lipotesi (ii) & [ F(t)du(t) # 0 e quindi esiste almeno un selettore mi-
surabile ed integrabile o di F'.

Per ogni n =1, 2, ... definiamo
An={ter |lpwi<n},

B, ={teT | v >n}

che sono 7 -misurabili per la misurabilita di 1.

Fissiamo un intero n .
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Notiamo che A, N B, =0e A, UB, =T .

Definiamo quindi ’applicazione ¢, : T'— X come

Pn = XA,ﬂﬁ +XBnO-

che risulta, per costruzione, un elemento di Sg .

Inoltre per la integrabilita di o, si ha:

/w%@wmws/nww+/mwmww<+m,
B,

An

cioe ¢, € Sp N Li(T, X), pertanto

ra= [ alt) dutt
¢ un punto di /F(t) du(t) .
Osserviamo che:

(o]
UAn:T, con A, C Apy1,per n=1,2,... |

n=1
o0
ﬂ B,=0, con B, D Bpi1,per n=1,2,... .
n=1

Dato che o e integrabile e che si ha

/s_(x’,t) du(t) < oo .

valgono

(1) tim [ [s(a'st) = /()] dute) = [ [s(a',) = /(D] dutt):
An

in quanto z'o € Li(T) .
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Per ognin=1,2,... dar,¢€ /F(t) dp(t) discende che:

(az / F(1) du(t)) > 2/(ry) = ( / onlt) du<t>) -

= [ wone ante) = /x(w())du() /w(())du(t)z

2/[( — /(T +/:p

An Bn

Allora da (1), (2) si deduce che:

( | Fo du(t)) > n;Ln{ [ sty = cputr)] autoy + [ x’(o(t))dmo} -
An Bn
~ lim / [s(a' 1) — /()] dpt) + 1im / 7 (o() du(t) =
An Bn

_ / [s(a’, 1) — e/u(T)] du(t) .

Allora
8(%’7/F(t) du(t)) > / [S(x@t) —¢/p(T) | dpu(t) -

See s :U',/F(t) d,u(t)) =400 allora anche

/ [s(az', t) — e/u(T)} du(t) = +00 e quindi a maggior ragione

s(a:’/()d,u) +oo/:ctd,u s(2) .

Se /s(x/,t) dp(t) < 400 , allora risulta

[ [sta'6) = el dutt) = [ sta' 1y ante)

e percio:

5<1:/, / F(t) du(t)> > / [s(m’,t)—e/,u(T)] du(t) = / s, 1) du(t)—e = s(z')—e
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e per l'arbitrarieta di e > 0 :
s(az',/F(t) d,u(t)) > s(x’) , perogniaz’ € X' .
In conclusione:

s(z') = s(x’,/F(t) du(t)) , perogniaz €X' .

Per la definizione di s :

s(m',cl/F(t) du(t)) = s(w’,/F(t) du(t)> =

= /s(x/,t) du(t) , perogniaz’ € X' |

essendo la prima uguaglianza ovvia.

In definitiva si & provato che per ogni =’ € X' risulta

s<x',cl/F(t) d,u(t)) =s(2' H) ,

pertanto in virtl dei teoremi e dei Capitolo [4] e [2], rispettivamente,
si ha

cl / F() du(t) = H =

:{xeX

e questo conclude il teorema.

7' (z) < /s(m’,F(t))du(t) , per ogni 2’ € X’} ,

%

Corollario 3.2.
Sia F : T — 2% una multifunzione verificante le ipotesi del teorema prece-
dente.

Allora sussiste la sequente uguaglianza:
cl/F(t) du(t) = cl/coF(t) dp(t)
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Prova

In virtit del Teorema I11.40 di Castaing-Valadier [7] la multifunzione eoF : T' — 2%
definita da
(coF)(t) =co(F(t)) , perogni teT ,

¢ misurabile.

In virt del teorema [3.10] del Capitolo [2| la multifunzione ¢oF verifica le
ipotesi del teorema [3.1], in quanto F' le soddisfa.

Pertanto risulta:

d/fummw:

= {x €X |2(x) < /s(x’,F(t))d,u(t) , per ogni ' € X’} =
X/

:{xeX }:
:d/wﬂﬂw@,

come volevamo. O

2 (z) < /s(x’,coF(t))d,u(t) , perogni ' €

%

Osservazione 3.3.

Notiamo che linsieme | coF (t)du(t), in generale, non é chiuso, anche nel

caso in cut X sia finito dimensionale.

Riportiamo una leggera modifica di un esempio fornito da Aumann in [3],
che illustra tale fenomeno.

Sia T =10,1[, 7 la o-algebra di Lebesque in T e p la misura di Lebesgue
su T .

Sia X = R? con la norma usuale.

Definiamo la multifunzione F : T — 2% come
1—-t¢ t
F(t)= A— A——
t 1-1¢
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Ovviamente la F verifica la condizione (c) del teorema ovvero,

F(t) = {ou®)} .

n

essendo oy (t) = ()\n%, A”%—t) per ognit € T, dove (A\p), € una arbitraria

denumerazione dei numeri razionali dell’intervallo [0,1] .

Pertanto la multifunzione F' é misurabile, a valori chiusi, limitati, convessi,
non vuoti, verificante le ipotesi del teorema[3.1] .

Osserviamo che o : T — X & un selettore misurabile per F' se e solo se
esiste A : T'— [0, 1] misurabile, tale che:

o(t) = <A<t>1;t,A<t>1t_t> ,

per ogni t appartenente a T .

Inoltre se (z,y) € /F(t) du(t) = /coF(t) du(t) e sex =0 (y =0), allora
y=0(x=0).

Per ognin = 1,2, ... definiamo o, : T — X attraverso la funzione A, : T — [0, 1]
con

)‘n = X[1/4n,1/2n] :

Pertanto, per ogni n = 1,2, ... si ha:

/an(t) dp(t) = <log2 — 1/4n, log jz = ; - 1/4n>

con / on() du(t) € / Pt dult) .
Ma risulta
lim / ou(t) du(t) = (10g2.0) ¢ / Pt du(t)

per quanto gia osservato.

Quindi /F(t) du(t) = /coF(t) du(t) non é un sottoinsieme chiuso di X .
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Corollario 3.4 (Datko [11]).
Sia F : T — 2% una multifunzione misurabile a valori chiusi, limitati, non
vUOoti.

Supponiamo che F sia integralmente limitata da una funzione g € Li(T),
g=>0.

Allora
d/ﬂmm@:/wnw@@

Prova

Come abbiamo fatto notare nel corollario [3.2] ¢oF ¢ una multifunzione mi-
surabile.

Inoltre, in virtu del corollario del Capitolo [2 ¢oF ¢ a valori chiusi,
limitati, convessi, non vuoti ed ¢ ancora integralmente limitata da g .

Per l'integrale limitatezza della F', per ogni 2’ € S’ si ha:
—g(t) < —|F)| < s(2', F(t)) < [[F®)]| < g(t) < +o0

per ogni t € T, e la proposizione 2.3 di questo capitolo ci assicura che:
/F(t) du(t) #0 .

Allora F verifica le ipotesi del teorema e quindi, per il corollario si
ha:

d/ﬂﬂ@@-d/wﬂﬂw@
Proviamo che / coF (t) du(t) € un sottoinsieme chiuso di X .

Fissiamo r € ¢l [coF (t) du(t) .

Allora esiste una successione (ry), in [ ¢oF(t) du(t), ovvero

Ty = /an(t) dp(t)
con o, € Sezrp NL1(T, X), per n = 1,2, ... tale che:

lim|r, —7]|=0 .
n
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Poiche X e riflessivo e p(7T') < +oo, in virtu del Teorema 4 di Chatterji [§]
I'insieme

K = {¢ € LT, X) | p(®)]l < g(t) , per ogni t €T}

¢ debolmente sequenzialmente compatto in L1 (7, X) .

Pertanto, esiste una sottosuccessione (o), di (oy,), che converge debolmen-
te ad una funzione o € L1(T, X), nello spazio di Banach L (T, X) .

Facilmente si vede allora che
r=limr, = lim/an(t) du(t) =
—tin [ o,y du(t) = [ o(t)au(t)
q
Proviamo ora che o € Sgp.

In virtu del teorema di Mazur, esiste una successione (¢, ), di combinazioni
convesse delle (o4), che converge fortemente a o in L1 (T, X) .

Poiche u(T') < +o0 la successione (¢, )m, 0 se necessario una sua sottosuc-
cessione, converge quasi ovunque a o .

Quindi o(t) € coF, per ognit € T .

Ne segue che

= / o(t) du(t) € / col (t) du(t)

Pertanto:
/coF(t) du(t) = cl/coF(t) dp(t)

e cio, per quanto gia detto, conclude la prova .

%
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